Chapitre 5

Generalités sur les systemes
lineaires, introduction aux
systemes non linéaires

Nous présentons tout d’ abord les systémes vibratoires linéaires discrets dans
leur généralité, traités par la méthode modale (Ies systémes continus ont été traités
au chapitre 3). Nous dégageons essentiellement |es principes, puisque nous avons
largement traité des applications dans e chapitre précédent. Nous réservons une
place al’ élégante mécanique Lagrangienne, qui S avere parfois indispensable.

L a seconde partie donne une ouverture sur le domaine des systemes vibratoires
non linéaires. Quel ques exemples classiques et d’ autres moins classiques sont trai-
tés sur la corde vibrante. Nous terminons en indiquant des pistes sur plusieurs vas-
tes sujets. La théorie des bifurcations, en particuliers, éclaire le mécanisme des
sons multiphoniques qui sont largement utilisés en musique contemporaine.

5.1. Systémeslinéairesa N degrésdeliberté: méthode modale

Ce paragraphe concerne les solutions de I’ équation différentielle a coefficients
constants

[m] ¥t + [RIym + [k] vy = ft) [5.1]

ou Y(t) estun vecteur déplacement généralisea N composantes, fonctions du

temps: N est le nombre de degrés de liberté du systéme mécanique. Ces compo-

santes peuvent avoir des dimensions physiques différentes (longueurs, angles), ce
gue |I’on souligne par I’emploi du terme généralisé. Les trois matrices appel ées

matrice desmasses | | , desamortissements || , desrigidités | ont destermes
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gui sont tous des coefficients constants. Elles sont symétriques.

Définition : un systeme mécanique dont le comportement est régi par [5.1]
s appelle un oscillateur généralise.

L es deux anches couplées en regard dans le canal d’ un harmonicaont été décri-
tes comme un systéme a deux degrés de liberté. Le systéme mécanique constitué

par les N premiers modes propres de corde monofilament vibrant en flexion (voir
[3.137]) peut étre considéré comme un oscillateur généraliséa N degrés de liberté.

La corde peut étre représentée, alors, par N masses ponctuelles éguidistantes

reliées entre elles par des ressorts.
Nous ne nous intéressons qu’ aux systémes qui oscillent autour d’une position,

gue nous prenons comme originey = 0O :

y,(D)
yiw = | .. [5.2]
yn(D)

L'énergie cinétique est une forme quadratique symétrique définie positive des
vitesses généralisées (définie car elle ne peut étre nulle que pour y = 0):

T =2y [m)y (5.3

L'énergie potentielle est une forme quadrati que symétrique semi-définie positive
des déplacements généralisés (dans certains cas, €elle peut s'annuler pour une
valeur nonnulle y#0) :

v =2y [k]y [5.4]

La forme quadratique symétrique semi-définie positive (voir définition ci-des-
sus) des vitesses généralisées

W = 2y'[Rly [5.5]

représente |a demi-puissance dissipée par le systéme (“fonction de dissipation®).
Enfin, la puissance apportée par les forces d’ entretien s écrit :

P =y f [5.6]
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Le bilan énergétique de I’ oscillateur généralisé a donc laforme suivante :
dT +V)+2Wdt = Pdt [5.7]
5.1.1. Oscillateur linéaire généralisé conservatif

L’ équation de I’ oscillateur prend laforme suivante :
[m]¥+ K]y =0 [5.8]

Afin de diagonaliser le systeme, effectuons un changement de variables :

g,(t)
y=|gla ae qi=| . [5.9]
g (1)

Il vient :
vl [+ [k]|gla =0

Rendons symétriques ces matrices en multipliant & gauche par [B} T
[Mo} g+ [Ko} q=0 avec [5.10]

Ladiagonalisation simultanée des deux matrices symétriques [M°:| et |:KCE| est

possible. Multiplions [5.10] & gauche par ( 8 [m[g) )_l 1l vient

(@ M [E) ([ W)= a8 "Wea = 0 51
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En écrivant [5.8] sous laforme
jem Ky =y+[aly=0 ae [d=[u [k [512

on voit que lamatrice cherchée || est celle qui diagonalisele noyau [ a|

8 (A8 = [4 (513

ol | 4| est unematrice diagonale. Alors, les matrices [MO} et [KOJ sont toutes

deux diagonales. Pour résumer, nous avons :

{dﬂ&qz#e{[ﬂd{@qz% [5.14]

Définition : les coordonnées g; dans lesquelles le systeme est diagonal sont

appel ées coordonnées normales, ou coordonnées modales.
I ntroduisons les notations suivantes :

@, 0 0 m> 0 0 K0 0
(Al =0 .. .. [Mﬂ =0 .. .. [Kﬂ =lo .. .. [5.15]
0 ... oy 0 .. my 0 ... ky

Nous avonsdonc N oscillateursindépendants {i = 1,2,...,N} aveclescaracté-
ristiques suivantes :

{6+ g = 0} & {6 + kg; = 0

[5.16]
g = Cicos(ot—¢)  avec o = Jk/m’

Définition : ces déplacements ¢; correspondant aux ééments diagonaux sont

les modes propres du systeme, w; les pulsations propres. On appelle vecteurs pro-

pres B; les vecteurs colonne de la matrice [B:| .
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On a, compte tenu de [5.13] (en utilisant la notation de Kronecker) :

(418 = B 14 {2t = (A=) =of

Lesvaleurspropres colz , éléments diagonaux de la matrice [A} , sontles N solu-
tions de I’ équation suivante, dite équation caractéristique :

2
ap—®  ap aN
2 ~ ) a
‘[A] —¢ [6”]‘ =0 y  ap-0 ay | -0 [58
2
an1 any NN~ @

» Mode de corps flottant
Définition : ondit quelemoden® i est un mode flottant, ou mode de corpsrigide
si la condition suivante est réalisée :

{k’ =0} {o =0} [5.19]

(voir I’exemple du systéme constitué par les N premiers modes d'un tuyau
ouvert aux deux bouts avec un nombred onde nz/L et n = 0).

» Orthogonalité des vecteurs propres

Pour lamatrice || , elle se traduit sous la forme suivante :

B/ [m]B; = m’s;

} [5.20]
ietj=12..,N

B ME = o . . o {
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Pour lamatrice || , elles écrit :

ki O 0| T _ 0

8 K8 = |o0.. . o {Bi KBy = 5“} [5.21]
0 ietj=12..,N
- ” N_

On ne peut pas normer alafois pour les masses et pour lesraideurs : on fait un
choix et différents types de normes sont utilises suivant le contexte.

» Indépendance linéaire des vecteurs propres

Elle résulte de I’ orthogonalité et s exprime de lafacon suivante :

{zyan = O}—> {y,=0 V¥n} [5.22]
n
En effet, pour tout vecteur propre B,,,ona Vvn :

(158, = = 0) | =0

» Base des vecteurs propres
L es vecteurs propres forment une base dans I’ espace de configuration, ¢ est-a-
dire |’ espace des coordonnées généralisces { y, (1), Y,(1), ..., yy(D} :

N
y(t) = Y [C,cos(w,t—¢,)]B, [5.23]
n=1
(voir [5.9] et [5.16]). Ainsi, tout déplacement Y(t) peut S exprimer sous la

forme d’ une combinaison linéaire de vecteurs propres. Notons que les points d’ un
mode sont en phase.

5.1.2. Oscillateur linéaire généralisé dissipatif

Nous allons suivre laméme démarche que pour I’ oscillateur mécanique simple.
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5.1.2.1. Régime libre, condition de Caughey

L’ équation différentielle dont nous cherchons|es sol utions comporte maintenant
un terme supplémentaire qui représente laforce d’ amortissement :

(m]Y+ [RY+[K]y=0 [5.24]

En suivant 1a méme méthode, nous cherchons un changement de coordonnées
qui diagonalise le systéme. Posons :

y = [g|d [5.25]

Nous obtenons maintenant trois matrices symétriques,

([w] =18 e )([r] = 18] R}k = [&] ][]} 128

gue nous souhaitons simultanément diagonales :
[Mo]ci+ [Rqu+ [Ko}q -0 [5.27]
Aprés multiplication a gauche il vient :

s [l [r]a+ [w “[xda =0

Si ces deux derniéres matrices sont simultanément diagonales, leur produit est
nécessairement commutatif

(EIES) CERSR R RS) (TR

ce qui conduit ala condition suivante :

B M /M [ = &M KM R E

Finalement, pour que la diagonalisation des trois matrices de [5.27] soit possi-

-1
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ble, il est nécessaire que la condition suivante soit vérifiée :

R[]~ = [<][m] [ 1528

Définition : lacondition[5.28] s appellelacondition de Caughey. Elle est néces-
saire et suffisante.

Nous n’envisagerons dans la suite que les cas ou la condition de Caughey est
satisfaite : nous nous intéressons, en effet, essentiellement ades systémes vibratoi-

restrés peu amortis pour lesgquels les é éments de lamatrice [F\ﬂ sont tous proches

de zéro.

Sous la forme diagonale, les coordonnées modales sont le déplacement de N
oscillateurs élémentaires faiblement amortis, indépendants les uns des autres :

mg +rig +kig; =0 i =12..,N [5.29]

Pour chagque oscillateur, nous savons calculer le régime libre. Ayant déterminé
q(t) , onendéduit y(t) par y = [g|q.

5.1.2.2. Régimeforcé

L’ équation différentielle a maintenant la forme générale suivante :
(M]V+ [RIY* K]y = f(t) [5.30]
L e changement de coordonnées s écrit :
{y: [B}q}e{fo(t): [B]Tf(t)} [5.31]
En supposant la condition de Caughey satisfaite, le systéme est diagonalisé :
[Mcﬂq+ [Rcﬂq+ [Ko}q S [5.32]

L es coordonnées modales sont le déplacement de N oscillateurs élémentaires
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faiblement amortis, indépendants les uns des autres, soumis a des forces
extérieures :

mig; + g + kg = (1) i =1,2,...,N [5.33]

Pour chacun d’ entre eux, nous savons calculer le régime force géenéral, en utili-
sant par exemple la réponse en fréquence ou la réponse impulsionnelle. Ayant

déterminé laréponse q(t) a f°(t) , onen déduit y(t) par y = 8]a-

5.1.2.3. Couplage dans les systémes linéaires

Dans les coordonnées modales, il apparait clairement que les modes propres
sont compléetement découplés. Les problemes de couplage dans les systemes
linéaires veérifiant la condition de Caughey se résument donc a un probléme de
changement de base : trouver le systéme de coordonnées dans lequel le couplage
disparait.

* Exercice sur le couplage élastique

On considere deux oscillateurs non amortis, de pulsations propres

w, = JK{/M; etw, = ,/K,/M, voisines. Onlescoupleau moyen d’ un ressort

de faible raideur 8K . A I'instant t = 0 on lache M, hors d'équilibre sans vitesse

initiale,M,, étantimmobile al'équilibre. Etudier le mouvement de M, en fonction
du temps : on montrera que deux pulsations coexistent pour M4, qu’il y aéchange
d'énergieentre M, et M.

5.1.2.4. Transformation de Duncan

Dans le cas général ou les amortissements ne sont pas faibles, la condition de
Caughey n’est pas satisfaite. C' est |e cas par exemple du systéme discrétise repré-
sentant les N premiers modes propres d' une table d’ harmonie. Dans de tels syste-
mes, il est néanmoins possible de déterminer les” modes propres’ en effectuant une
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transformation de Duncan. Pour ce faire, on écrit :
MY+ IRY*|K|Y = f(D)
[ } H [ } [5.34]
(M]y=[m]y =0

Posons maintenant :

] o L] ol el

Nous avons a résoudre |’ équation suivante, du premier ordre et de dimension
2N au lieu de N, équivalente au systeme [5.34] :

2y

A =

[AlY+[g]Y =F [5.36]

On est ramené a la diagonalisation simultanée des deux matrices symétriques
[p] et [B:| : ladémarche est analogue a celle que nous avons stivie en [5.8]. Les

oscillateurs [5.33] sont désormais linéairement couplés (le systeme n’'est pas dia
gonal dans cette base). Les points de tels ”modes’ ne se déplacent plus en phase.

5.2. Systémesvibratoireslinéaires soumis a une excitation aléatoire

Lathéorie delaréponse des systemes vibratoires linéaires a une excitation al éa-
toire reléve du traitement de signal : le probleme étudié est la réponse d'un filtre
linéaire a une excitation aléatoire. Cette application du traitement de signal revét,
pour I'expérimentateur en mécanique des vibrations, une grande importance prati-
gue. Le développement des analyseurs FFT fournit, en effet, une belle panoplie de
moyens de mesures utilisant toutes | es subtilités du traitement de signal pour carac-
tériser les systemes vibratoires, tant que leur comportement reste linéaire ou quasi-
linéaire.

On peut se référer al'ouvrage tres clair de Crandall et Mark Randon Vibration
in Mechanical Systems, Academic Press, New York, London 1963. On y trouvera
la démonstration d’ une série de théoremes concernant I’ ergodicité.



Généralités sur les systémes linéaires, introduction aux systémes non linéaires 237

5.3. Mécanique L agrangienne

Nous allons montrer comment on obtient les équations du mouvement d’' un sys-
teme vibratoire quelconque a partir de son Lagrangien. Cette méthode s avére par-
ticuliérement commode dans certaines géométries ou il est plus facile de calculer
des énergies que de représenter desforces. De plus, lagénéralité du principe varia-
tionnel qui sous-tend ladémarchelui confére une élégance alaquellelelecteur sou-
cieux d’ esthétique pourra étre sensible.

5.3.1. Mécanique Lagrangienne dansun systéme a N degrés deliberté

5.3.1.1. Lagrangien d’un systeme conservatif a N degrés de liberté

Définition : on appelle Lagrangien L d’'un systéme conservatif & N degrés de
liberté la différence entre I’ énergie cinétique T et I’énergie potentielle V. Nous

allons voir que I’on peut obtenir les équations de la dynamique d’un tel systeme
vibratoire a partir de son Lagrangien.

En se plagant dansles coordonnéesmodales {q; } , le systéme, quel’ on suppose

linéaire pour I’ instant, équivaut a N oscillateurs. Pour chague oscillateur, on a :

.. 1 0.2 lo2
mg +kig, =0 T, = Qmioqi Vi= ikioqi [5.37]
A partir du Lagrangien L; de chague oscillateur, en considérant ¢ et ¢; comme

des variables indépendantes du Lagrangien, on peut écrire :

Ly =T;-V; {ia_l'i_al—i—o}e{m.oq_.,.k?q_o} [5.38]
Li(qi’qi) dt aqi qu 1 i Hi .

Pour I'ensemble du systéme, comme pour chaque oscillateur [5.38], on obtient
ainsi les équations de la dynamique a partir du Lagrangien exprimé dans les coor-
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données modales:
N
L = ) L
n=1 [5.39]
doJdL oL _ 0. 0. _ .
{aa_qi_a_qi = o}H {m-q; +kiq; =0} pour {i=12..,N}

Cette formulation subsiste quand on passe dans les coordonnées {y,} du sys-

teme (on peut le vérifier par différenciation des formes quadratiques T et V) :

{% g_;‘?)_; = O} pour {i = 1,2,...,.N} & { [I\/I] y+ [K} y= 0} [5.40]

Les équations de Lagrange, qui sont équivalentes aux équations de la dynami-
que, régissent également, d’ une facon générale, les systémes non linéaires.

* Exercice sur les coordonnées généralisees

On considere un barreau inhomogene soutenu par deux ressorts. Soit G le centre
degravité, d, et d, lesdistancesde chagueressort de part et d’autrede G. Le bar-

reau aune masse M et un moment dinertie J. Les ressorts ont unerigidité K, et

K. On prend comme déplacements genéralises |le déplacement vertical de G et

I’angle du barreau avec I'horizontale (le barreau est horizontal dans sa position de
repos). A quelles conditions la rotation est-elle découplée de la tranglation ? A
guelles conditions les deux fréquences propres sont-elles égales ? (voir Allard).

5.3.1.2. Systéme conservatif : le principe variationnel

Jusgu’ici, le Lagrangien n’ apparait que comme un jeu d’ écriture puisque nous
avons simplement réécrit ladémarche du bilan énergétique en inversant le signe de
I’ énergie potentielle. L’ exercice ci-dessus a montré que cette écriture est parfois
commode. Nous allons maintenant en découvrir I’ élégance: elle réside dans le
principe variationnel. Nous allons exposer ce principe sur un exemple.

Considérons, dans un plan muni d’un repere cartésien {t \} , une courbe y(t)
passant par deux pointsfixes {t,y, et{t,y} etfaisonsvarier cette courbeentre
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ces deux points:

{ty<t<t,} = {6y#0} dy(t,) = dy(ty) =0 [5.41]

Considérons lafonction suivante et sa variation correspondante :

o1
g 2 ey.t) =y =eyty - =
I|tl = je(y,t)dt avec g 8I|tl = SJe(y,t)dt [5.42]
51 y = ay(t) = y(t) 9]

Pour la variation de notre fonction, compte tenu de [5.41], il vient :

L 0 st — (9 aro( sV — [0 o (D
a1 = Jysernoyet = [<oe(yn(sqlJat = ety oy ot
t t t

1 1 1

Intégrons par parties :

t t, b t

J . d _dJ . 2 d 0 . _ d oe
tj a—ye(y,t)(aéSy)dt = We(y,t)Syt —tj(a We(y,t))Sydt = taE./Sydt
1 14

1

. . t, . -
Supposons que lavariation de lafonction || . Soit nulle dans ces conditions :
1

ESI|:2 =0 Vdy avec dy(t,) = dy(ty) =0 [5.43]
1
On en déduit :
d oe _ e
{a 5" o}e {y(t) = cte} Vte {t,t} [5.44]

On aboutit al’ équation de la droite joignant les deux points fixes. Remarguons,
en exprimant |’ abscisse curviligne élémentaire de la courbe (voir [3.68]), que le
calcul ci-dessus concerne la variation de longueur entre les deux points fixes.

ds = Ja+(dy)” = 14y ey = B2LHP (54
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L’ interprétation est la suivante : lacourbe dont la longueur est stationnaire entre
deux points fixes est la droite joignant ces deux points. Nous allons généraliser ci-
dessous au cas vectoriel.

Définition : une fonction L (Yy,y) desvariables y(t) et y(t) est dite station-
naire entre t, et t, lorsque sa variation est nulle pour toute variation 3y dey

entret, ett, :
t oy,
S[L(y.y)dt =0 voy=| | avec 8y, =38y,=0 [5.46]
tl SyN

Quand une fonction est stationnaire, on a:

2 N 2o 2oL
0= 3| [L(y.ydt| = z a—yié}yidt+ a—yiéSyidt
ty =1t ty

N2 o gL
) .;1 J(a_ya dt ay.)6 *
= _tl

L es éguations de Lagrange expriment que le Lagrangien est une fonction sta-
tionnaire, t étant le temps:

2 Ei_a_l_ =0
5S=6[L(y.y)dt e |dtdy; oy, [5.47]
f pour {i =1,2,...,N}

Bien que les éguations de L agrange soient une maniere d’ exprimer la conserva-
tion de I’ énergie, on remarquera que |’ énergie n’est pas, au sens ci-dessus, une
fonction stationnaire (I’ énergie peut s obtenir a partir d’ une autre fonction :
I"Hamiltonien, que I’ on peut lui-méme déduire du Lagrangien). L'intégrale S du
Lagrangien sur le temps s appelle I’ action.

J T

verrons plus loin quel ques applications. Ce principe se trouve maintenant au point
de départ en théorie quantique des champs : on cherche d’'abord I’ expression de

I”action S (grandeur physique de méme nature que la constante de Planck) qui res-

pecte les différentes symétries d’ un probléme et on en déduit I’ expression desinte-
ractions concernant les différentes particules en jeu dans |e probléme (ces interac-
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tions é émentaires sont invariantes par renversement du temps).

5.3.1.3. Généralisation a un systeme dissipatif soumis a des forces extérieures

En considérant des variations d’ énergie, on peut également définir les forces
correspondantes (travaux virtuels). L’ énergie potentielle donne les forces
élastiques :

V = %yT[K]y 8V =38y [K]y {fim=—[|<]y}9{f:m:—g—;} [5.48]

Lafonction de dissipation permet de définir les forces de frottement

_ 1.7 : frot _ JdW
W =3y [RY fi'o = 3, [5.49]

Pour un systeme dissipatif soumis a des forces extérieures, les équations de
L agrange se généralisent sous la forme suivante :

ddL dL oW _ _ext C_
{aa_yi_a_yi+a_yi = f; (t)} pour {i =1,2,..,N} [5.50]

5.3.2. Leprincipe variationnel dans un systeme conservatif continu

Nous allons maintenant généraliser le principe variationnel au cas des systemes
continus, ce qui nous permettra d’ éablir les équations de Lagrange de ces systé-
mes. Commencons par un systeme continu a une dimension. Une corde vibrante

est un systeme continu selon la dimension x, dont le déplacement y possede 3
degrés deliberté ( y; pour {i = 1,2, 3} , y, étant le déplacement axial, y, €t y;

les deux déplacements transversavix). On considere le Lagrangien local L, par
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unité de longueur ainsi que le Lagrangien total L :

L

L(y.y.Y.y) = JLL(Y.YY y)dx [5.51]
0

Selon laméme philosophie on rend L stationnaire pour les variations 8y entre

deux instants fixes {t;,t,} etdeux pointsfixes {0,L} delacorde. Il vient:

t 3 b
aL oL oL oL
SIL(yyy'y)dt = 2”{ angy +Wf6yi+#6y'i}dxdt
ty I—1t 0 i i
Or:

ay"

aLL oL (g2 d ALigd %Ly
oy = [ eon o = iyt on)oe = ot ogone

On obtient ains les équations de Lagrange :

dgoL, oL, g oL, g%2aL, _
— = —=— t— - ==0¢ pour {i =1,2,3 5.52

De méme, pour une plague formant un systeme continu selon {x;, X,} anime

d’un déplacement transversal y a un degré de liberté, on définit un Lagrangien
local par unité de surface L g et le Lagrangien total L. Le principe variationnel

nous conduit aux équations de Lagrange :

dols ds d ds d dbs  ¢* dLg
dtdy dy dxg ay'xl dx, ayXZ dx,dx, EN'Xle

[5.53]
> s d® dlg
dx,dx, ay'X2X2 dx,dx, GY'Xlxz
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L 'obtention des équations du mouvement nécessite le calcul de |'énergie poten-
tielle liée aux déformations élastiques. Cette énergie sobtient a partir du tenseur
des contraintes et de celui des déformations, par la méthode des travaux virtuels
(voir [5.48]) :

1
I )
Le résultat de cette intégration n’ offrant pas de surprise, nous en laisserons de

coté ladémonstration (voir Allard). Notons que pour un ressort on aurait :

f =Ky oV,= fdy = Kydy - V= %Ky2 = %fy

5.3.2.1. Application ala vibration des cordes

Nous allons montrer que, pour la corde monofilament en mouvement plan dans
I approximation linéaire, le principe variationnel conduit au résultat établi anté-
rieurement a partir de la seconde loi de Newton (fig.3.4). Evaluonstout d’ abord en
chague point les é éments du tenseur des déformations et de celui des contraintes :

€ (2) = —zy" — 7,,(2) = —Ezy" [5.55]

Les autres éléments sont nuls (contrainte uniaxiale). Effectuons leur produit
deux a deux et sommons sur la section pour avoir |’ énergie potentielle élastique :

2,2 1_.2¢.2 1 2
e (2T, (2) = EZY Ve = SEY J'z ds = SEly [5.56]
S

L’ énergie potentielle due alaprécontrainte s obtient par le travail virtuel apartir
de I’allongement e = y2/2 (voir [3.68]) et de latension T . Par unité de lon-
gueur, nous trouvons :

1 2 1 2 1 .2
Vp = éToyI Ve = éEly' T = épl_y [557]

1 .2 1 2 1_ .2
LL = épLy —§T0y' —§E|yl [558]
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Nous en tirons, par [5.52], I’ équation de la dynamique de la corde :

p Y—Ty' +Ely™ = [5.59]

5.3.2.2. Application ala vibration des plaques

Laméthode est analogue. Nous avonstout d' abord lestrois é éments suivants du
tenseur des déformations :

[5.60]

X1X1 - Y' X1Xq exzx2 = _Zy| XpXo xlx2 - yI X1 Xy

Utilisons[3.18] et [3.23], les contraintes étant dansle plan delaplague, il vient :

T A v
_y A _ _
Sy = 21 2,UTr [eij] 1- 2v(eX1X1 0%, T €yy) car  Tyy 0

_ 14 _1-2v
Sy = 1 v( X1X1 * exzxz) Tr [eiJ T 1-v (exlxl * exzxz)

On peut alors exprimer les éléments du tenseur des contraintes :

_ Ev E
b T (T v)(1—2v)Tr [eiJ O + 1+

_E
T = sLv(e +eX2X2)5ij+(1—v)eij] [5.61]

XX
1—v 1™

Ceci nous conduit aux trois expressions suivantes, compl étant Tyy = 0 (con-
traintes dans le plan de la plaque) :

= 77— + !
TX1X1 Z _VZ(y X1 X1 vy X2X2)

E 1 1
TXZXZ - _Zl ~ vz( Vy' X1%q + y' x2x2) [562]

E :
Ty xy = —zl ~ vz(l -y X{%,
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On obtient I’ énergie potentielle élastique par sommation (en notant h I’ épais-
seur de laplague) :

1 h/2
VS:—

T, , € +7, . € +7,.6e,, +7, € dz
2 J ( X X1 X% XoXp "XpXy X1 Xp X1 X XoXq X2X1)
—-h/2

[5.63]

On entirel’ expression du Lagrangien local :

1 1 . . 2
LS ZpSy S[y X1Xq y XpXo +2vy xlxly XoXo +2(1-v)y xlxz] [564]

3
avec Kg= —on [5.65]

12(1 V%)

En utilisant [5.53], on obtient I’ expression de I’ équation de la dynamique :

.. 2
Py + K Vi + i 4275 ,) = poy + KAy = 0 [5.66]

X1Xo

Nous avons ains établi I’ équation des ondes pour une plaque. Les solutions ont
€été examinées au chapitre 3.

* Exercice On considere un pendul e élastique constitué d’ une masse M suspen-
due & un ressort de raideur K. Ecrire les équations du mouvement. On prendra
pour coordonnées|’ allongement x du ressort et |I’angle 6 avecla verticale. On uti-
lisera les énergies suivantes (I longueur du ressort au repos) :

T =Mi2sea+0%% Vv =

> [Kx +2Mg(l + x)(1 - cos)]

NI

Le systeme est fortement non linéaire et n’'a pas de solution analytique. Les
amplitudes modales correspondant aux mouvements selon x et 6 sont montrées
sur lafigure 5.1. On remarquera que, contrairement aux systemes linéaires, il y a

échange d’ énergie entre ces “modes”. L’ échange est périodique et |a période
dépend de |’ amplitude, car la non-linéarité en dépend.

5.4. Non-linéaritéintrinseque dans une corde vibrante

Nous aborderons |’ étude des systémes non linéaires dans le cas particulier dela
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Figure 5.1. Pendule élastique : amplitude modale des oscillations
selon 6 et selon x d apres Shabana.

corde vibrante, qui permet d’ expliciter plusieurs calculs riches d’ enseignements.

5.4.1. Equations non linéaires du mouvement d une corde

Nous allons examiner la non-linéarité que présente le comportement d’ une
corde vibrante lorsque les déplacements ont une amplitude finie. Nous restons en
approximation de petits angles, de petites déformations (élasticité linéaire). Dans
un souci de simplification, nous négligerons, de plus, laraideur dans ses effets sur
la flexion (dispersion). L’ équation vectorielle du mouvement a été établie au cha-
pitre 3, en [3.68] (voir Anand). Projetons cette équation sur lestrois axes :

2. .2
V—cfv"—(cf—cf)%[)%} =0 [5.67]
.2 2 2.0 y'2+z2
J-cfy = (cf -5 y(v'+ : ﬂ =0 [5.68]
L2 2 2.0 yz+z'2
Z—-c,Z2'- (¢ —¢ )a—x_z'(v'+ > )} =0 [5.69]

Le mouvement de la corde est donc déterminé par un systéme de trois éguations
non linéaires couplées. La non-linéarité disparait si (notations de [3.64]) :

T.,=E (avec E = ES) [5.70]

o

> Im
I
S |
— 1o
0
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Cette condition est réalisée si I’ application de la précontrainte a pour effet de
doubler lalongueur, dans un ressort a boudin par exemple. Dans le cas des cordes
utilisées sur les instruments de musique, on ala situation suivante :

C| »C; [5.71]

Le parametre de non-linéarité n'est donc pas un petit parametre : on dit qu'il y
a non-linéarité intrinségue. Les corrections a la situation linéaire ne sont petites
que pour des amplitudes trés petites.

L es équations du mouvement peuvent étre compl étées par une résistance méca-
nique ad hoc résumant I’ ensemble des mécanismes de pertes et par untermederai-
deur. On peut enfin gjouter un terme d'entretien (membre de droite) :

\'/'—r|\'/—c,2v"—(c|2—ct2)%([y2+22]/2 = f
Y—rtY—CtZY"+q2y’”’—(0|2—ct2)%[>f(v'+(y'2+12)/2)] =g [572]
2-r2-7 + a2 (e~ 2+ (vP+ 2)/2)] =

avec

R
r= & qg= |2 [5.73]

PL PL

L'équation [5.67] représente les déplacements axiaux, c'est-a-dire la projection
sur Ox des déplacementslongitudinaux le long delacorde. Onremarque quesi les
modes longitudinaux ne sont excités que par le couplage avec les modes transver-

saux, v est d'ordre y2 ou Z°. Si, de plus, le mouvement transversal ne comporte

gue des modes de basses fréquences, |es mouvements axiaux induits le sont a des
fréquences inférieures a celle du premier mode axial. Leur énergie cinétique est
alors négligeable devant leur énergie potentielleet on a:

V] « PV [5.74]

 Hypothese restrictive sur les déplacements axiaux
Nous supposons ci-dessous [5.74] réalisée. Sous cette hypothese, on peut expli-
citer les mouvements axiaux et réduire le systeme [5.67], [5.68] et [5.69] a deux
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équations couplées par élimination de v .. Il vient en effet, compte tenu de [5.71] :

c|2 oX 2

e

Par intégration, on obtient :

. y,2_'_2,2

V' = — > dx+Ax+B

+ A J'
0

On détermine les constantes A et B par les conditions aux limites:

L2 2
— _ _ _ley+7
{V(O)—v(L)—O}e{(B—O),[A—EJ' 5 dx)
0

Finalement, |” expression du déplacement axial résultant est la suivante :

2

L
Vv :_}ylz;zzdx+)_("'y'2;z2dx V' = — yz;z J‘y +z' dx [5.75]
2 LO 2 2 L

Cette expression fait intervenir I’ allongement moyen de la corde di aux mouve-
ments transversaux (moyenne spatiale le long de la corde a un instant donné) :

1Ly2+z'2
€moy(D) = T j d [5.76]
0
En reportant dans [5.68] et [5.69] on obtient
.. 2 . 2 . . 2 . 2 v
Yy—CrY' —Ciemey(Dy" = 0 Z-CiZ'—Ci €y, (D2 = 0 [5.77]

A condition que [5.74] soit vérifiée, ¢’ est-a-dire que I’ excitation appliquée con-
cerne principalement les premiers modes transversaux, |le mouvement transversal
est donc régi par |’ équation vectorielle non linéaire suivante :

j—c [1+$S moy(t)}y 0 [5.78]
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Rappelons I’ expression de latension T obtenue en [3.67] :

2 2
T:T0+E[v'+y ;z} [5.79]

On remarque que |’ éguation [5.78] s obtient a partir de I'équation linéaire en
remplagant T par une tension moyenne corrigée Troy(D

Tmoy(t) = To + Esemoy(t) [580]

Nous avons donc démontré que, sous I’ hypothése [5.74], |’ allongement de la
corde est uniforme. En considérant la moyenne de e, (t) sur une pseudo-

période 7, on voit que lafréquence des oscillations devient fonction du temps :

w(t) = @, J1+$—f<emoy(t)> avec  (Epg, (1) = %jemoy(t)dt [5.81]
0

Lafréguence est plus élevée au moment del’ attaque : |e phénomeéne est particu-
lierement présent danslejeu “forte” delaharpe, on |’ appelle piaulement.

La force longitudinale exercée en x = 0, a une composante alternative a fré-
quence double appelée I’ effort d'octave :

F(t) = To+ESIV +(1/2)(y* +29)]| _, = T,+ESe [5.82]

moy (D)
L'équation [5.67] étant linéaireen v, si alasolution précédente v, ([5.75], mou-

vement axial induit par les modes transversaux basses fréguences) on ajoute un
mode axial v, induit par une excitation longitudinale, on a:

V = Vit Vi(X ) V=V V(X T) [5.83]
En remarquant gu’ un mode axial ne modifie paslalongueur delacorde, il vient :

F(t) = T,+ ES[emOy(t) + V(X t)|x _ 0] [5.84]

(compte tenu de[5.82]). Laforce longitudinal e exercée par lacorde a une extré-
mité est |la somme d’ une composante continue, de I’ effort d’ octave et de I’ effet de



250 DEAATIAM  Coursde ClaudeValette (version juillet 2001)

(&)
[
3 précurseur | précurseur
g
g \
S
: L\,Mww I i'”ll

- effort d' octave . mode
o axiad ~ s
ﬁ w
C
=
2
is)
C
o
(O}
S
(@]
L

»

Temps
Figure 5.2. Force exercée a I’ extrémité d’ une corde monofilament
(pour la théorie, voir [5.85] et [5.84]).

I’ onde de compression. Laforce transversale s obtient a partir de [3.164] par :

0
f(t)= Toﬁy(x,t) . [5.85]

Ces relations expliquent e comportement observé expérimentalement sur la
figure 5.2 (Valette et Cuesta).

Nous montrerons ci-apres que des modestels que v, s'introduisent par couplage

a partir de certains modes transversaux. Comme ils ne sont pas harmoniques avec
ceux-ci, la force qu’ils exercent sur le chevalet constitue une cause de
ferraillement : le phénomeéne est fréquent dans les clavecins, mais on le rencontre
aussi dans les pianos.
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5.4.2. Phénomeéne de précession du mouvement orbital

Nous nous plagons dans | hypothése restrictive ou I’ équation vectorielle [5.78]
est valable. Laprésence des conditions aux limitesimpose laforme de lapartie spa-
tiale des modes propres. Développé sur cette base, |e déplacement s écrit :

y(xt) = Zlan(t)sinknx K, = n’f [5.86]
n:

Pour chaque mode n, on peut obtenir a partir de [5.78] une égquation modale
concernant a,(t) . Cette démarche s appelle la méthode de Galerkin. Plagons-

nous dans le cas ssmple ou seul le fondamental n = 1 est présent. On a:

X

y(x,t) = a(t)sin 3 [5.87]
1Ly‘2+z'2 nz 2
€oy(D = [[ = = ~5la)| [5.88]

0

Aprésintégration spatiale de [5.78], | équation modale s écrit dans ce cas :

2 2 ES7r2 [T
a+ow(l+Kla9da =0 avec K= =""— o, =+ |2 [589
° Tog1 2 °  Lyp

Danslalimitelinéaire K|aj2 — 0, lapulsation @ = o, est constante et lapola-
risation du mouvement reste fixe.
S K # 0, nous allons montrer que la dépendance temporelle de cette vibration

comporte des composantes de pulsation w, 3w, 6w ,..., oU @ est fonction de

I'amplitude. De plus, lapolarisation ne reste pasfixe et, pour une polarisation ellip-
tiqueinitiale du fondamental, I’ ellipse subit une précession lente de ses axes aune
pulsation £2 que nous allons calculer. Pour ce faire (voir Gough), plagons-nous

dans un repére mobile tournant autour de Ox a une certaine pulsation gue nous

notons 2. En tenant compte de |'accélération de Coriolis et de |'accél ération cen-
trifuge, |’ équation vectorielle devient :

4+ 20xa— Q’a+ w§(1+K|a|2)a =0 [5.90]
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Projetons sur les deux axes. |l vient :

a=\|y Q=|p 20xa = | 207
YA 0 2QY
Y —207 +[- Q@+ o3 (1+K(Y?+Z%)]Y = 0
) _ [5.91]
Z+20V+[- Q7+ (1 +K(Y*+Z°)]1Z = 0

Sans restreindre la généralité du cas traité, nous pouvons choisir les axes tels
qu'au voisinage de I’instant initial le mouvement soit représenté par :

{t=0} = {(Y =Y coswt),(Z=Z,;Snwt)} [5.92]

Un peu plustard, du fait de la non-linéarité, il vient :

{t>0} = {(Y =Y, coswt + Yycos3wt),(Z = Z;Snwt + Z;sin3wt)} [5.93]

En reportant dans [5.91], on constate que la dépendance temporelle comporte
des composantes de pulsation w, 3w, 6w ,...( on utilise les relations suivantes :
cos’a = (3/4)cosa+ (1/4)cos3a, sin’a = (3/4)sina—(1/4)sin3a,
cos’t = 1—sin’t et sin’t = 1—coszt). On peut procéder a une identification
terme aterme de ces composantes : ¢’ est ce qu’ on appelle laméthode de la balance
harmonique. Nous n’allons conserver que la premiere composante : c’ est
I" approximation du premier harmonique. En identifiant les termes en coswt et

ceux en sinwt il vient ;

_ 2 _
o, K

(wo— 2~ + —2=(3Y1+ 2D |Y; = 2Q0Z,

- - [5.94]

— a)ZK -

(05— 2~ ) + == (Y1 +32)) |7,

2Q0Y,

On remarque que, danslecasou K = 0, ce systéme est indéterminési 2 = 0
et w = w,, cequi congtitue donc la solution. Dans le cas genéral ot K # 0, nous

cherchons pour quellevaleur de 2 et de w e systeme devient indéterminé. Remar-
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guons gue |’ on peut écrire :
2

o K
{(wﬁ—.@z—wzw e (3Yi+Zi)}Yi =72

2
o, K
x{(wﬁ—Qz—w2)+ 0 (Yi+32i)}

4

L’ équation devient approximativement une identité si la condition suivante est
vérifiée:

2
3w-K
co(z)—.Qz—a)2 = - 40 (Yi+Zi)

En reportant dans [5.94], on obtient alors::

WK WK
- —=-YiZ; = - —5-YiZ] = 2Q0Y 2

L a solution cherchée est donc donnée par :

2
Ko
o = w§[1+ ‘?’TK(Yf+Zi)}—QZ Q=-=2vz,  [59]

Pour une faible non-linéarite, seul cas d’intérét pour nous, on a
approximativement :

Ka,

7Y1Z;  [5.9]

3K 2,52
12 «|y 0~ a)o[l +I2(Y1+ Zl):| ~

L’ augmentation de la fréquence d'oscillation du mode est proportionnelle au
carré de I'amplitude. Le sens de précession dépend du sens du mouvement ellipti-

gue. Si le mouvement est plan initialement, on trouve: 2 = 0, mais le mouve-
ment est instable (une fluctuation hors du plan de polarisation génere une valeur de
€ petite qui I’amplifie). La sortie du plan de polarisation sera d'autant plus mar-
guée gue lanon-linéarité K seragrande et I'amortissement petit. On compl éte faci-
lement |e modéle en g outant un amortissement, ce qui fait décroitre I'amplitude au
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cours du temps::

{[Y =Y, coswt exp(-t/7)][Z = Z;Snwt exp(-t/7) |} [5.97]

w0~ a)o[l + %S(Yf + zi)exp(—zt/r)J
[5.98]

Ka)0
Q=— ——Z—lelexp(—Zt/ 7T)

Si la corde est longue, fine, bien tendue et excitée en mouvement plan, comme
c'est souvent le cas dans les instruments de musique, |'amortissement ne laisse pas
le temps ala corde de sortir de son plan de polarisation par non-linéarité intrinse-
que. Maissi le mouvement dela corde possede une éllipticitéinitiale, lanon-linéa-
rité intrinseque entraine une précession de la polarisation, ce qui produit des batte-

Figure 5.3. Précession elliptique : amplitude du déplacement y et z
(d'apres Gough).

ments dans le son. A I'inverse, la présence de battements ne suffit pas a éablir la
présence d'une non-linéarité intrinseque : les causes de battements sont innombra-
bles (traces d’ oxydation sur la corde, couplages de toutes natures etc.). L 'anisotro-
pie de I'admittance au chevalet produit aussi une rotation de la polarisation.

5.4.3. Entretien avec hystérésis, harmoniques, sous harmoniques (Duffing)

Nous alons maintenant éudier, sur |’ entretien, quelques effets de la non-linéa-
rité cubique d’ amplitude que nous avons obtenue ci-dessus. Unetelle non-linéarité
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cubique est dite de type Duffing. Nous venons de nous intéresser principal ement
aux effets spatiaux. Nous allons ci-dessous nous pencher sur les effets fréquentiels
(voir Anand, Nayfeh and Mook) : pour ce faire, nous allons négliger les complica-
tions précédentes et nouslimiter al'étude du mouvement plan non linéaire, en ajou-
tant un terme d'amortissement et un terme d'entretien.

Supposons I'entretien fait & une fréguence voisine du fondamental, admettons
que seul le fondamental soit excité. D'aprés[5.89] on a:

. . 2
atrratow

oa + Ka)ga3 = Fcos(wt + ¢) [5.99]

Du fait de lanon-linéarité cubique, il vient :

{t=0} - {a=a;cosmt}
[5.100]
{t>0} - {a=a;cosmt + agcos3mwt + ...}

Dans|’ approximation du premier harmonique, on reporte [5.100] dans [5.99] et
on identifie lestermes en coswt et ceux en sSinwt :

2
3Kag 3 2 2 .
7 a;— (0 —wya, = Fcosp rowa; = Fsing [5.101]

Pour @ donné, la seconde égquation détermine ¢, la premiére donne une valeur

H z 2 N . Je
ou trois valeurs correspondantes de a, . On peut résoudre en @™~ apres avoir €li-

., 2 . , . .,
minelaphase: a;(w) estunecubique. Lacourbe de résonance setrouveinclinée

vers les hautes fréquences, |’ inclinaison éant d’ autant plus marquée que la valeur
de K est plus grande. Expérimentalement (voir figure, Valette et Cuesta), on

impose @ en effectuant un balayage en fréquence : on peut avoir une valeur bien
déterminée de a, , ou bien deux valeurs differentes observables de a, : on observe

I’'une ou I’autre selon I’ histoire antérieure du systeme, latroisieme est inobservable
car instable. Le systeme garde une mémoire de son histoire antérieure : c'est une
différence frappante avec le cas linéaire. La réponse a un balayage en fréquences
croissantes est différente de celle a un balayage en fréquences décroissantes : on
dit qu'il y a hystérésis. Dans le cas ou deux solutions existent, I’une d’ elles est
I” état thermodynamiquement stable, I’ autre est dite métastable car, sous|’influence
d' une pertubation suffisante, le systéme peut basculer irréversiblement al’ état sta-
ble. L'existence d'un régime métastable et I'effet d'hystérésis qu'il induit sont une
propriéte trés générale des transformations thermodynamiques dites du premier
ordre. Un exemple classique est le retard a la condensation dans I'équilibre liquide
vapeur. L'effet de mémoire de ces systémes est utilisé comme principe de
détection : le passage d'une particule élémentaire apporte une perturbation qui
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rompt |'état métastable. Nous avons pu vérifier qu’ une corde vibrante entretenue
électromagnétiquement constitue un excellent détecteur de courant d'air...mais ce
dispositif ne semble pas avoir un grand avenir commercial!

Onvoit sur [5.99] que I'application d'une force ala pulsation @ génére du mou-
vement alapulsation 3w (génération d’ harmoniques). Inversement, on peut géne-
rer du mouvement a la pulsation @ en appliquant une force a la pulsation 3w
(génération de sous harmoniques).

&4
3
)
S
=)
S
i
@
S 1
S
2
0 s 22 .

e

¢ N ! !
T t . .

100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
Fréguence d’ excitation (Hz)

Figure 5.4. Effet d’ hystérésis (entretien électromagnétique) : on
effectue un lent balayage en fréquences croissantes (points noirs),
puis décroissantes (points blancs), en mesurant I’ amplitude.

5.4.4. Phénomenes de couplages de modes : régles de sélection

Nous allons maintenant montrer une autre différence avec lescaslinéaires : sous
I”action de la non-linéarité, les modes propres du cas linéaire se trouvent couplés
et I’on observe des échanges d' énergie entre ces modes. Nous allons examiner tout
d’ abord le cas du couplage d'un mode longitudinal avec des modes transversaux :
ce couplage obéit a des regles de selection, qui ont été établies par A. Watzky
(thése, 1992).

Onrevient al'équation [5.67]. Considérons, pour simplifier, desvibrationstrans-
versales planes. On suit la procédure de Galerkin. Les conditions aux limites
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d’ immobilité imposent la partie spatiale des solutions transversales et axiales :

(o)

y(x t) = i;lyi(t)sini{x V(X t) = ng‘lvn(t)sinnrnx [5.102]

L es mouvements axiaux sont régis par :

2
V— c|2v" = (c|2 - c:t2 )g—x(y?) [5.103]

Aprés multiplication par sinnzx/L et sommation spatialeil vient :

2

L[ n(t)+( )ZC, n(t)} c; —Ctg ;(i{)(jr”)yi(t)yj(t)

xj[ (cos xcosJL xﬂsinnrnxdx

Mettons a profit les relations suivantes :

cositnx cosjrnx = %[cos%x+ COSWX}
O it DT G+, oo [t
{W[cos - }snrx dx = cos*—-=x SinT=x i
L o
—~ nrnj COSWX cosnrnx dx

0

On trouve finalement I’ équation modal e pour les modes longitudinaux induits :

nm\2 2 Clz_ctzn3
r](t)+(|_) Cv,(D) = - 7 ([)

x 3, X (MY (0D 4 j 0+ &i_j )

i=1j=1

[5.104]

Nous aboutissons donc a une regle de sélection stricte sur les nombres d’ onde.
Par exemple, pour obtenir le premier mode axial n = 1, il faut deux modes trans-
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versaux consecutifs, i et i + 1. L’amplitude induite, Si cette regle est satisfaite, est
proportionnelle a y;(t)y,, ,(t). La dépendance temporelle est alors en

cosiw,tcos(i + 1)w,t . Pour avoir un transfert d'énergie efficace, la méthode de

la balance harmonique montre que les pul sations des trois modes en présence doi-
vent respecter une seconde regle de sélection, celle-ci n’ étant pas stricte (le cou-
plage diminue rapidement si elle N’ est satisfaite qu’ approximativement). Finale-
ment, les regles de sélection sur les nombres d’ onde et les pulsations s écrivent :

{(k, = ki—kj),(a)n: (oi+a)j)} [5.105]

Pour le fondamental de I’ onde de compression, il y a couplage a partir de deux
modes transversaux consécutifs dont la somme des fréguences est celle du fonda-
mental de |'onde de compression :

{(LLT =k +1_ki)(clj[r = Ct(ZH%T)‘ [5.106]

Expérimentalement (voir figure, Valette et Cuesta), la preuve de I’ origine de
I’ énergie longitudinale est donnée en utilisant le phénomeéne de rgjection : par
déplacement du point de pincement, on annule I’ un des modes transversaux cou-
plés, ce qui a pour effet d’annuler le mode longitudinal. Le temps d’ entrée d’un
mode est contrélé par la méme fonction exponentielle que le temps d’ extinction
(voir chapitre 2) :

entréee  1—exp(—t/7) extinction exp(-t/ 1) T = 2Q/w [5.107]

Si I’ accord desfréquencesn’ est pas exactement réalise, on ades battements pen-
dant le régime transitoire entre la fréquence propre du mode longitudinal et lafré-
quence d’ accord (voir chapitre 2). La présence d onde longitudinale, en général
non accordée donc inharmonique, est une cause deferraillement dansles clavecins,
mais aussi dans les pianos : le probléme peut étre réglé en tirant parti de |’ accord
des modes et du choix du point d’ attaque (regles de sélection).

L e couplage des modes transversaux entre eux est régi par [5.68] :

3
y—cfy"—(c,z—cf);_x(%) =0 v=0 Zz=0 [5.108]

La méthode de Galerkin appliquée a [5.68] permet d’ établir |’ équation modale
du mode transversal n. Elle montre que trois modes transversaux i j, k sont

impliqués dans le transfert d’ énergie vers un mode transversal n. Les regles de



Généralités sur les systémes linéaires, introduction aux systémes non linéaires 259
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Figure 5.5. Régles de sélection satisfaites, on constate I’ entrée du mode longi-
tudinal par couplage avec deux modes transversaux. Par modification du point
de pincement, on annule !’ un de ces modes (rgjection) : I’amplitude du mode lon-
gitudinal s annule également.
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sélection sur les nombres d’ onde sont analogues a [5.104] et font intervenir :

5i+j+k,n+ 5\i+j—k\,n+ 5\j+k_i\,n+ 5\k+i—j\,n [5.109]

L’amplitude induite, si cette regle est satisfaite, est proportionnelle a
Yi(©Yy; (DY, (1). L’ effet de couplage est plus marqué quand |’ énergie est transmise

des modes de grande amplitude (basses fréquences) vers ceux de faible amplitude
(hautes fréguences). On adonc un enrichissement préférentiel des modes transver-
saux éevés. Letemps de montée est d’ autant pluslong que le facteur de qualité est
élevé (voir [5.107]). Dans son principe, laméthode de Galerkin élimine |’ informa-
tion spatiale sur le couplage. L’ examen de [5.103] et [5.68] montre que |le couplage
se produit préférentiellement dans les régions de forte courbure, ¢’ est-a-dire aux
points anguleux. L’ enrichissement en hautes fréquences des modes transversaux se
trouve donc localisé dans |e précurseur des points anguleux. Cet effet non linéaire,
en affectant le spectre, donne une information sur la force de pincement quand la
référence d’ amplitude a été perdue : on peut ainsi, al’ écoute d’ un enregistrement,
entendre si la corde a été pincée fortement ou non.

5.5. Conditions aux limitesnon linéaires pour une corde vibrante

5.5.1. Excitation paramétrique

Melde a montré qu’ en exercant une force longitudinale de pulsation @ a une

extrémité de la corde, on pouvait obtenir sous certaines conditions un mouvement
transversal : s cette pulsation est la moitié de celle de la corde, aors I"amplitude
du mouvement devient tres grande méme pour une force appliquée petite.

On peut écrire:

T = T,(1+ecosmt) y+ a)g(l + ecoswt)y = 0 [5.110]

Cette équation de Mathieu conduit a des comportements fortement non linéai-
res. Contrairement a la non-linéarité intrinseque, c'est ici I'un des parametres de
I’ équation qui possede une variation rapide dans le temps. La célebre expérience
de Melde montre un cas d’ excitation paramétrique. Mathématiquement, ces pro-
blemes se traitent par la théorie de Floguet, qui conduit aux exposants caracteéristi-
ques (voir Nayfeh and Mook).
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5.5.2. Non-linéarité d’ appui directionnel

Ce mécanisme non linéaire est largement utilise dans lesinstruments a cordes a
chevalet large qui contribuent a donner ala musique indienne une couleur tres par-

ticuliére (voir Valette et Cuesta). Tant que la corde est versle haut (y(M) >0), la
condition aux limites sintroduit en P. Desquelacorde est versle bas, la condition
aux limitessintroduiten M avec y(M) = 0.Onditgu’ en M existeunecondition

aux limites d'appui directionnel. Ce type de condition est non linéaire. Dans la
tanpura, cette condition fait I’ objet d’ un réglage soigné avant de jouer, de facon a
obtenir le son tellement particulier et riche qui caractérise I’ instrument. Quand le
réglage est correct, ladistance PM est del’ ordre de 5mm pour une corde de 1m de

longueur. Ce dispositif se caractérise essentiellement par le fait que PM ne tende

pas vers zéro méme afaible amplitude.
Le mouvement de la corde peut se calculer numériguement dans une représen-

tation modale en appui simpleentre Q et P si y(M)>0, entre Q et M si
y(M) = 0. A I'instant initial, |a corde est |achée sans vitesse sur son fondamen-

fil de |, chevalet
*coton * courbe

siIIet*
7, BN

P M Q
M
P M Q

Figure 5.6. Non-linéarité d’ appui directionnel au chevalet de la tanpura.

tal. Quand elle vient toucher le chevalet, lapartie PM est ramenée au repos tandis
gue la partie MQ continue son mouvement. Au bout d’ un nombre de périodes

d’ autant plus grand que PM est petit, un point anguleux apparait : le mouvement
est devenu de type Helmholtz. A ce point anguleux est associé un précurseur qui
véhicule les hautes fréquences. La partie frontale du précurseur, en avant de M
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Figure5.7. Sgnal deforce correspondant a la simulation numé-
rique précédente. Role de la dispersion dans la non-linéarité.
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Figure 5.8. Fonctionnement du chevalet de tanpura (simulation
numérique). Les hautes fréquences de la partie frontale du précurseur

passent en aval de M. Le point anguleux est régénéréen M.
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guand la corde vient toucher le chevalet, continue son mouvement tandis que le
point anguleux setrouve régénéré par I'immobilisation de lapartie PM . On adonc
achaque cycle génération de hautes fréquences qui sont véhiculées par la partie de
précurseur dont lalongueur dépasse celle de PM . L’ effet est particulierement vio-

lent et repose, paradoxalement, sur |’ existence d’ une faible raideur qui permet la
dispersion. Le calcul montre (voir figure 5.7) que lanon-linéarité n’ est forte qu’ en
présence de cette petite correction linéaire!

5.6. Introduction a une étude générale des systémesnon linéaires

Aprées avoir traité plusieurs exemples sur la corde vibrante, nous allons mainte-
nant exposer tres brievement quelques principes généraux qui pourront servir
d’introduction au vaste sujet que constitue I’ é&ude des systémes non linéaires.

5.6.1. Espace des phases, sections de Poincaré, cycle limite

Dans les systémes non linéaires, il est souvent commode d'envisager la trajec-
toire dans I’ espace des phases, c'est-a-dire |’ espace des déplacements et des vites-

ses { y(t), y(t)}. Par exemple, pour le pendule simple [2.3] aux petites amplitu-
des, latrajectoire dans le plan de phases est un cercle (6 défini modulo 2r) :

{(59' = sina)t) (% = cosa)t) [5.111]

Dans |’ espace des phases, un mouvement périodigque correspond a une trajec-
toire formant une courbe fermée :

y(t+T) = y(t) yt+T) = y(t) [5.112]

Etant donnée une trajectoire fermée, on peut chercher la période en effectuant
une stroboscopie au moyen des sections de Poincaré : on reporte y(t+n7) en
fonctionde y(t +nt), T éant uneduréechoisieet n entier : si 7 devient égalea
la période T, les sections de Poincaré se réduisent a un point fixe de I’ espace des
phases quelque soit |e temps de départ t. Les sections de Poincaré visualisent la
périodicité. Elles visualisent également la pseudo-périodicité autour de T si un cer-
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espace des phases

O Temps

Figure 5.9. Sections de Poincaré.

tain degré de désordre est présent dans|'oscillation (bruit par exemple). On démon-
tre qu'il revient au méme, pour étudier un signal y(t) , de porter y(t+27) en
fonction de y(t+ 7) pour une valeur t de départ et en faisant varier 7 (ceci est
beaucoup plusfacile, danslapratique, puisgu’il n’est pas nécessaire de disposer du
signal de vitesse) : on obtient une courbe fermée si le signal est périodique, qui se
réduit & un point de la premiére bisectrice (variableavect)si 7 = T

En I’ absence d’ excitation extérieure, un systeme amorti tend vers une position
de repos. Pour le pendule ssmple amorti, par exemple, cette position est |’ origine
du plan de phases.

En présence d'amortissement et d'une excitation extérieure, un systéme non
linéaire peut, aprés un régime transitoire, atteindre un régime permanent qui cons-
titue alors une solution stable : dans |’ espace des phases, |e systeme suit alors un
cycle limite. Un systeme non linéaire peut auto-osciller si on entretient le mouve-
ment par un apport d énergie a fréquence nulle. Pour |’ entretien al’ archet, la non-
linéarité concerne la caractéristique force de frottement / vitesse de glissement.
Pour une anche de clarinette, la non-linéarité est celle de la caractéristique débit /
pression. Un exemple classique de systeme auto-oscillant est I’ oscillateur de Van
der Pol (figure 5.10) :

§i(t) — e[ 1 -y (1) /y21y(t) + &’y(t) = O [5.113]

Leterme non invariant par renversement du temps correspond a une dissipation
.22 22 , _
sy >Y,, unapport dénergies y" <y, . Il existe un cycle limite dont la forme

dépend de lavaleur de €. Pour les faibles valeurs de &, le cycle limite est proche
d un cercle, le systeme est proche du caslinéaire (oscillateur simple non dissi patif).
Aufur et amesure que ¢ croit, le cycle limite se déforme en s aplatissant. Le para-
metre e caractérise la plus ou moins grande non-linéarité du systéme : on dit qu’il
en constitue le paramétre de controle.
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(a)

210712 (D’aprés Y. RocarD. — Théorie des oscillateurs).

Figure 5.10. Oscillateur de Van der Pol.
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5.6.2. Bifurcations, multiphoniques, chaos déterministe

Lorsqu’ on augmente le parametre de contréle dans un systéme physique, il peut
se produire, au-dela d’ une valeur critique, une transition vers un nouvel état.

Nous avons mentionné I’ exemple du comportement non linéaire de la verge en
compression, qui peut rester droite en équilibre stable aux faibles valeurs de pré-

contrainte P, mais au-dela d’un certain seuil P flambe d’un c6té ou bien de

I"autre pour atteindre une nouvelle position d’ équilibre stable (1a position droite est
devenue un état inobservable car instable). Une telle transition s'accompagne
d’ une rupture de symétrie, donc d’ une perte de prédictibilité concernant I’ état du
systeme : on ne sait pas si la verge vaflamber d’ un c6té ou bien de |’ autre. La pré-
contrainte constitueici le paramétre de controle. L e systeme passe d’ un état symé-
trique stable al’un ou I’ autre des deux états dissymétriques stables : on dit qu’on
est en présence d’ une bifurcation supercritique.

Un exemple similaire est le cas d’ un monofilament formant un arceau au-dessus
d’ un plan horizontal dans lequel ses deux extrémités sont encastrées: lorsgqu’ on

augmente lalongueur L progressivement, on passe d' un état stable ou |’ arceau est
vertical aun nouveau regime, au-delad’ unelongueur critique L', . Danscerégime,
trois positions d’ équilibre sont possibles: I’ arceau peut étre dans le plan vertical,

ou bien basculé d’ un cété, ou bien basculé del’ autre coté (les deux autres solutions
sont inobservables car instables). Mais I’ état dans le plan vertical est devenu

A
‘P <P, lp >Pe y
P<P P>P
- y C c _
Pe P
/A /177

Figure 5.11. Bifurcation supercritique.

meétastable : pour des fluctuations hors du plan vertical excédant une certaine
limite, |’ arceau bascule d' un c6té ou de I’ autre. Lorsgu’ on continue a augmenter
progressivement la longueur, on atteint, au-dela d’ une nouvelle longueur critique

L., unrégime ol deux positionsd’ équilibre sont possibles : I" arceau peut étre bas-

culé d’'un c6té, ou bien basculé de I’ autre coté (I’ état dans le plan vertical est
devenu inobservable car instable). Contrairement & la poutre en compression, un
tel systeme présente des effets d hystérésis: le systeme est doté d’ une certaine
mémoire. On dit que ce type de bifurcation avec mémoire est sous-critique, par
opposition au cas précedent sans mémoire dont on dit qu’il est supercritique. Le
systeme passe d’ un état stationnaire symétrique al’ un ou I’ autre des deux étatsdis-
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arceau de face profil yi_—

7

Figure 5.12. Bifurcation souscritique.

symeétriques, par |’intermédiaire d’ états présentant des effets d’ hystérésis: on dit
gu’ on est en présence d’ une bifurcation sous-critique.

Dans le cas d' une auto-oscillation, I’ augmentation du parametre de controle
peut conduire également a une bifurcation. On peut alors passer d’ un état périodi-
gue a un état bipériodique. Un tel phénomene se produit, par exemple, dans les
multiphoniques d'instruments a vent.

Définition : unsignal est dit bipériodique quand il est unefonction de deux fonc-
tions périodiques :

= F[f Ty = 1O \% 5.114
t t), g(t avec t .
y(t) [T(1), 9(1)] gL+ T, = g(t) [ ]

Pour un signal bipériodigue, la tragjectoire dans |’ espace des phases n’est plus
une courbe fermée maisuneligne ouverte tracée alasurface d un tore. Les sections
de Poincaré pour I’ une ou I’ autre période donnent chacune une courbe fermée du
tore, au lieu d’ un point unique quand le systéme est périodique.

Pour rechercher la bipériodicite (T, T,) dunsignal y(t) = F[f(t), g(t)] ,

il est commode d’ étudier, pour une valeur t de départ et en faisant varier t,
y(t +27) enfonction de y(t + 7) . Ceslignes se réduisent a une premiere ligne
fermées 7 = T, (périodicitéde F[f(t), cte] ) et aune seconde ligne fermée si

7 = T, (périodicitéde F[cte, g(t)] ).

Dans les multiphoniques d' instruments a vent, le signal peut étre bipériodique
ou méme tripériodique. La démarche ci-dessus s étend facilement aux cas des
signaux tripériodiques. Le degré de prévisibilité décroit quand on passe d’ un signal
périodique a un signal bipériodique ou tripériodique.

Si on augmente la non-linéarité progressivement dans un systéme mecanique,
apres |’ apparition d’une premieére bifurcation, on observe souvent |’ apparition
d’ une seconde bifurcation, puis d une troisieme : chaque apparition d’ une bifurca-
tion s accompagne d’ une rupture de symétrie, qui accroit le degré d’ imprévisibilité
du systeme et le conduit vers le chaos déterministe.
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() (b)

rouleaux secondaires

Lorsque R augmente, des couches limites thermiques se développent
prés des plaques; elles peuvent devenir instables relativement i la formation de
rouleaux secondaires localisés & angle droit des rouleaux primaires (instabilité
bimadale, d'aprés Busse, 1982).

Figure5.13. En marche versle chaos déterministe.

Un exemple classique (voir P. Manneville, figure 5.13) est donné par la conduc-
tion thermique d' un fluide situé entre deux plagques planes horizontales, la plague
du bas étant a une température supérieure a celle du haut. Le paramétre de contrdle

est cette différence de température A6. Tant qu’ elle est faible, le fluide reste au

repos, on a un régime de conduction pure. Au-dela d’ une premiére limite, une
structure organisée de rouleaux de convection se développe. Cette instabilité pri-
maire s accompagne d’ une chute de prévisibilité, mais la structure tourbillonnaire
est encore bien réguliére. Quand on continue a augmenter la différence de tempé-
rature, une instabilité secondaire en rouleaux croises apparait, puis une instabilité
terciaire, I’ organisation des cellules de convection étant de plus en plus complexe,
ce qui mene rapidement aun régime de turbulence (chaos spatio-temporel). Le scé-
nario ci-dessus conduction-convection bidimentionnelle stationnaire-convection
tridimentionnelle stationnaire-convection périodique-turbulence repose sur des
caractéristiques physiques fines du systéme (gravité, dilatation, friction visqueuse,
diffusion de la chaleur, temps caractéristique pour les rouleaux, effet de confine-
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ment, couches limites thermiques etc.). L’ étude de la transition vers la turbulence,
outre I'intérét du probleme spécifique et I’ intérét général 1ié au scénario possible,
apporte une connaissance fine des mécanismes physiques gu’ elle met en jeu.

L’ éude des scénarios menant au chaos déterministe est un probleme d’ actualité.
L e scénario de Feigenbaum par doublement de périodes (cascade de sous-harmo-
nigues) est le plus classique. Danslesinstruments avent, latransition versle chaos
déterministe a d’ abord été observée avec un systeme excitateur artificiel et une
non-linéarité numérique (C. Magenza, IRCAM). Mais la connaissance des possi-
bilités des instruments réels est en rapide progres (V. Gibiat, ESPCI).

M athématiquement, les problemes liés a la non-linéarité dans I'auto-oscillation
des instruments de musique a sons entretenus se traitent en combinant une appro-
che {x,t} pour |'excitateur (description temporelle de la partie non linéaire) avec
une approche {k, @} pour le résonateur (description fréquentielle de la partie
linéaire) (voir Mc. Intyre, Schumacher, Woodhouse).

5.6.3. Propagation non linéaire: les solitons

Dans un milieu non linéaire sajoute, aladispersion liée alafréguence que nous
avons commentée pour des systemes linéaires, une dispersion liée al'amplitude.
Pour les cordes, la vitesse de phase augmente avec la fréquence (mécanisme
linéaire) mais aussi avec I'amplitude (non-linéarité). Dans une large classe de phé-
nomenes ondulatoires, |a vitesse de phase diminue avec lafréquence alors qu'elle
augmente avec I'amplitude : on rencontre ce cas, par exemple, pour desvaguesala
surface de I'eau d’un chenal peu profond. On montre qu'il peut alorsy avoir une
compensation de ces deux effets. 1l existe en effet une forme particuliére de paquets
d'onde, centrés sur de grandes longueurs d'ondes, pour lesquellesil y apropagation
sans déformation. Ces ondes sappellent des solitons. Ces solutions de |'équation
non-linéaire ont une stabilité et une individualité spectaculaire : elles sont tres peu
amorties, tres stables et constituent souvent une base sur laguelle on peut décom-
poser tout mouvement propagatif. Lorsque deux solitons se croisent, ils subissent
une forte interaction non-linéaire, mais on les retrouve se propageant apres sous la
méme forme ou ils se propageaient avant. Mathématiquement, ces problemes se

traitent par |la méthode du scattering inverse : partant de l'espace {x, t} , on passe
dansI'espace {k, w} , on traite la non-linéarité dans cet espace, puis on revient a
I'espace {x,t} .
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* Probléme On veut évaluer I’ énergie acoustique rayonnée par une guitare dans
la limite des basses fréquences, de facon a cerner le role respectif de I’ émission

par latable et del’émission par larose atraversla cavité de volume V,,. On assi-
mile la table a un piston circulaire bafflé de diametre petit devant la longueur
d’onde. On fait les mémes hypothéses pour la rose. On note g, le débit acoustique
rayonné par la table (produit de la surface S, du piston par sa vitesse) et g, le
débit acoustique rayonne par |’ ouverture de la rose (produit de la surface S, du

piston par sa vitesse), le debit total de la source étant g, + g,. On note Zaray
I’impédance acoustique de rayonnement.

* 1- Construire le schéma de principe de cette guitare.

*2- Quand la table est bloquée, la rose est soumise au rappel éastique de la
cavité de volume V,,. Quand la rose est bloguee, la table est soumise au rappel
élastique dela cavite devolume V. Exprimer le module élastique de couplage K,

force
déplacement

pression
volume déplac
valeurs différentes alors que K, bien définie, n’en prend qu’une seule.

(grandeur mecanique : K, = ) et son equivalent acoustique K,

(grandeur acoustique : K, =

é). Montrer que K, prend deux

Conclusion : faut-il travailler dans I’ espace mécanique (repreésentation force/
vitesse) ou dans |’ espace acoustique (représentation pression/débit).

_ pression

= Tddoit
fonctionde p, ¢, w et dela constante 6, notations du cours). Donner I’ expression
de la puissance acoustique (P y;p delaguitare (limite des basses fréquences), les

deux sources cohérentes constituées par la table et I’ évent ajoutant leur débit.

* 4- Construire le schéma équivalent dans|’ espace acoustique et son équivalent
électrique pression (tension) débit (courant).

*5- Tirer de|’analyse du circuit électrique I’ expression de la puissance acous-

* 3- Donner |’ expression de I'impédance acoustique Zaray

tique (P 4y en fonction de la force exercée par la corde. Commenter I'influence
delamasse M, delatable. De quelsfacteursla forme de la réponse en fréquence
dépend-t-elle?

Solution

* 1- Le schéma de principe de la guitare est montré fig.5.11. Afin de représenter
alafois|’extérieur et I’intérieur de la guitare sur le méme circuit " électrique’, on
est conduit anoter + p lapression acoustique de part et d' autre de latable (au lieu
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de +p al'extérieur et —p al’intérieur), ce qui conduit a inverser le sens des
débitsal’intérieur : avec cette convention, on adonc larelation g, +q, = —q,.
* 2- Le module élastique mécanique faisant intervenir la surface, sa valeur est

différente selon que I’ on consideére son effet sur latable ou sur larose. |l est donc
nécessaire de travailler dans |’ espace acoustique ou le module élastique acoustique

Ko = \Tb peut étre noté sur un schéma (voir fig.5.15).

106 2

*3-0Onaz, ., = ’;—2(02 (voir p.61) et (P i = 57 ? |qb|2 (comptetenu de

f

qt 4 cg{rde qr
manche table ' P I rose
- 1 Za:[ e, Za'r
cavité

Uy

Figure 5.14. Schéma de principe de la guitare.

f corde <
q, S

NONONANNNT

Figure 5.15. Schéma acoustique et son équivalent éectrique.

larelation g, + g, = —q,, et de[2.54]).

* 4- L e schéma acoustique et son équivalent éectrique sont montrés fig.5.15.
Notons que f ., 4/S; est|apression exercée sur latable du fait de I’ action de la
corde, M, = M,/ § (et une expression analogue pour M, ). En tenant compte
des amortissements de la table et des impédances de rayonnement, on pose:

Lyt = Zat"'zarauy-"zaray & Zy = _jMarw+Zafay+ZafaY'
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f K
*-5 L’ analyse du circuit conduit a p = %de—za’tqt = —jj"bqb =-Z.q,.
On exprime ¢, en fonction de q,, g, en fonction de g, puis q,, en fonction de
f corge” S - ONn en déduit :
1p6 1:corde 2 2 v = Kap
<PQUit> 2€)Z'C( S ) e VEC Ly = Ly t J?-
2 Zan, (Kab
at a)

ar
En rassemblant la dépendance en fréquence dans une fonction de transfert du
quatriéme ordre (filtre passe-haut), cette expression prend la formesuivante :

)2 106( S orde)
G(j2)" avec P, = s&Y —Sxde| o
o, 0

) e
CRN T e,

Laforme de P, montre I"influence de la masse de la table, qui doit étre aussi
|égere que possible (et de grande surface).
Ci-dessus, w, et Q, sont la pulsation propre et le facteur de qualité de la table

<Pguit> = F)o

(compte tenu de I'impédance de rayonnement de latable), w,, et Q,, sont lapulsa-
tion propre et le facteur de qualité du résonateur de Helmholtz (compte tenu de
I’impédance de rayonnement de larose) et o = K_ yp 5‘2

at

judicieux de ces facteurs dépend la plus ou moins grande regul anté de laréponse
en fréquence. En particulier, lavaleur de w,, doit étre inférieure a w, pour éargir

la bande passante, mais pas trop sinon un creux apparait dans la réponse.
Ce probléme est completement similaire acelui de I’ enceinte ouverte a évent.

. De I’ gjustement

5.7. Résumé

Ce dernier chapitre donne des ouvertures sur des méthodes générales, d’' une
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part, et d’ autre part sur le vaste domaine des systemes non linéaires. Nous avons
d’ abord montré comment on traite le cas des systémes discrets a nombre fini de
degrés de liberté (diagonalisation, recherche des fréquences propres et des modes
propres). Nous avons succinctement mis en oauvre la mécanique Lagrangienne et
nous |’ avons appliguée a la vibration des cordes et des plagues (mais la méthode
est beaucoup plus générale puisgu’ elle permet d’ aborder |es problémes non linéai-
res). Nous avons traité plus completement les vibrations non linéaires des cordes,
ce qui nous apermis de mettre en évidencesles effets d’ hystérésis et les problemes
de couplages de modes (regles de sélection) : ces comportements se retrouvent
dansde nombreux systemes non linéaires. Nous avons enfin mentionné|’ utilisation
des sections de Poincaré dans |’ espace des phases, la mise en évidence d’'un cycle
limite, la possibilité d’ un régime bipériodique, I’ apparition des bifurcations et 1a
marche vers le chaos déterministe.
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