
 

Chapitre 3

 

3

 

Vibrations des systèmes 
mécaniques simples

 

Dans ce chapitre, nous laissons provisoirement de côté le couplage acoustique
et nous nous intéressons aux vibrations des systèmes simples tels que les cordes,
membranes ou plaques. La description repose sur une relation de comportement
des matériaux. Nous présentons brièvement la théorie de l’élasticité, que nous
appliquons à quelques cas simples pour lesquels nous déterminons les modes pro-
pres. Nous explicitons le rôle des conditions initiales et traitons quelques exemples
dans le domaine temporel. Enfin, nous introduisons les équations modales, par les-
quelles chaque mode propre équivaut à un oscillateur simple, et les méthodes
modales (fonctions de Green), qui permettent de décrire le mouvement des systè-
mes linéaires faiblement amortis soumis à l’action de forces quelconques.

 

3.1.  Comportement élastique des matériaux

3.1.1.  

 

Introduction : modèle unidimensionnel

 

Considérons un milieu élastique unidimensionnel, par exemple un barreau
métallique. On repère un point matériel du corps dans la configuration déformée, à
l’instant , au moyen du déplacement  qu’il a subi par rapport à sa position
de départ  quand le corps était au repos (représentation de Lagrange). Un point
proche  se trouve déplacé d’une façon voisine : 

          [3.1]
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Un segment  (au repos) se trouve donc déplacé et déformé à l’instant  :

[3.2]

 

Définition : on appelle déformation  l’allongement algébrique relatif

 

[3.3]

Déplacement et déformation sont supposés petits ( , ).

 

Définition : on appelle contrainte

 

  

 

la force par unité de surface respon-
sable de cette déformation

 

. 

 

Définition : on appelle élasticité

 

 la théorie qui consiste à postuler une 

 

relation
de proportionnalité entre la contrainte et la déformation

 

 : 

[3.4]

La constante réelle , caractéristique du matériau, s’appelle 

 

module d’élasti-
cité

 

, ou 

 

module d’Young

 

. La force correspondante, qui est l’action exercée par la

partie droite (abscisses croissantes) sur la partie gauche, s’écrit :

[3.5]

L’élément  est soumis à l’action de la partie droite et à la réaction de la partie
gauche :

[3.6]
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Figure 3.1.  Élasticité (modèle unidimensionnel).
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La masse  de cet élément prend une accélération donnée par la loi de la
dynamique :

[3.7]

Les mouvements dans le barreau sont donc régis par l’équation des ondes :

           avec         [3.8]

Les solutions sont des ondes planes se propageant à la vitesse , que nous appel-
lerons 

 

ondes longitudinales

 

 ou 

 

ondes de compression

 

. On ne change rien à la situa-
tion ci-dessus si la configuration de référence comporte une précontrainte de ten-
sion constante tout le long du barreau. Ces ondes sont donc identiques dans une
corde monofilament tendue si elle est faite du même matériau (  et  identiques).

 

3.1.2.  

 

Tenseur des déformations

 

Considérons maintenant le cas général d’un milieu élastique tridimensionnel. La
démarche est similaire, l’espace étant rapporté à un repère orthonormé

. Un point est représenté par un vecteur  dans le milieu au repos

(configuration de référence) et par le déplacement  à l’instant .

[3.9]

Un point proche  se trouve déplacé d’une façon voisine, si bien qu’un

segment  du corps au repos se trouve déplacé et déformé à l’instant  : 

                 avec          [3.10]
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Nous avons utilisé les notations suivantes :

                            

      symbole de Kronecker      

Remarquons maintenant que la matrice antisymétrique ci-dessous représente
une rotation d’un angle  (supposé petit) autour de l’axe  :

          [3.11]

Il en va différemment de la matrice symétrique ci-dessous :

                [3.12]

Elle déforme l’angle droit  en le diminuant d’une quantité . 

D’une façon générale, pour définir la déformation, il convient donc de séparer

 en une partie symétrique  et une partie antisymétrique  :

             [3.13]

La partie symétrique  s’appelle tenseur des déformations au point  et à

l’instant . La déformation est nulle si le milieu se déduit de la configuration de
référence par translation et / ou rotation. On suppose la déformation petite.

Définition : un tenseur du second ordre est un opérateur linéaire qui fait corres-
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pondre à tout vecteur de l’espace euclidien un vecteur de cet espace. On a :

[3.14]

Remarque : cette correspondance ne dépendant pas du repère choisi, la matrice
représentant le tenseur possède certaines particularités. Par exemple, la somme des
éléments diagonaux est un invariant, que l’on appelle la trace, notée .

3.1.3.  Tenseur des contraintes

Au point  et à l’instant , on considère une direction définie par un vecteur uni-

taire  et un tétraèdre infinitésimal dont une face a pour normale unitaire  (exté-

rieure au tétraèdre), les trois autres étant normales à , ,  (normale inté-

rieure). Pour chaque direction , la contrainte  est la force par unité de sur-

face appliquée à la face correspondante à  au voisinage de  et à l’instant  : elle

se décompose en une contrainte normale (selon ) et une contrainte tangentielle

(dans le plan perpendiculaire à ). La contrainte  est le produit par  d’un
tenseur du second ordre appelé tenseur des contraintes :

                              [3.15]

On démontre que ce tenseur est symétrique.

e n( ) eij n=

Tr

x t

n n
x1 x2 x3

n T n( )
n x t

n
n T n( ) n

T n( ) τij n= τij

τ11 τ12 τ13

τ21 τ22 τ23

τ31 τ32 τ33

=

O

x1

x2

x3

nT n( )
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3.1.4.  Élasticité linéaire

Pour les petites déformations, on admet qu’il existe une relation linéaire entre
déformation et contrainte. Dans le cas d’un solide isotrope, on démontre que la
relation reliant les composantes du tenseur des déformations à celui des contraintes
dépend de deux paramètres indépendants. On écrit :

        [3.16]

où les paramètres  et  sont appelés coefficients de Lamé. On a utilisé la nota-
tion du symbole de Kronecker. Il vient :

[3.17]

[3.18]

On en déduit les relations inverses reliant les contraintes aux déformations :

[3.19]

Nous allons envisager quelques cas typiques, pour lesquels nous choisirons le
repère orthonormé de façon à ce que le tenseur des déformations et celui des con-
traintes s’écrivent sous une forme commode.

3.1.4.1.  Contrainte uniaxiale

La contrainte est imposée selon la direction  (traction par exemple), elle est

nulle dans les deux autres directions. Le tenseur des contraintes n’a qu’un élément
non nul. Le calcul des déformations à partir de cette contrainte conduit à trois élé-
ments non nuls pour le tenseur des déformations :

                 avec    [3.20]
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Compte tenu de [3.19], on obtient :

         

On définit ainsi deux nouveaux paramètres caractéristiques des matériaux, le
module d’Young  et le coefficient de Poisson  :

                 [3.21]

Ces paramètres sont directement accessibles à l’expérience (élasticimétrie). Ils
s’expriment en fonction des coefficients de Lamé sous la forme suivante :

                    [3.22]

On utilise donc souvent  et  au lieu des coefficients de Lamé comme para-
mètres indépendants pour caractériser l’élasticité des matériaux. Il suffit pour cela
d’inverser les relations [3.22]. On remarque que :

        [3.23]

Il vient alors :

       

En reportant dans [3.16] et [3.19], on obtient l’expression des lois de l’élasticité
au moyen du module d’Young et du coefficient de Poisson :

[3.24]

3.1.4.2.  Dilatation uniforme, contrainte isobare

Cette situation peut se définir indifféremment à partir de la dilatation ou de la
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contrainte. Il s’agit du cas suivant, où dilatation et contrainte sont isotropes :

                  [3.25]

La contrainte est reliée à la déformation, d’après [3.24], par l’équation suivante :

On peut donc exprimer la variation relative de volume en fonction de la con-
trainte isobare (on dit aussi hydrostatique) :

On voit que, d’une façon générale, le changement relatif de volume dans une
déformation est donné par :

[3.26]

Pour la contrainte isobare, on définit alors le module de compressibilité 
comme le quotient de la contrainte isobare à la variation relative de volume :

[3.27]

Ce module étant positif, au même titre que  et , il en résulte la condition : 

[3.28]

• Exercice : le caoutchouc est un matériau pour lequel on atteint pratiquement
la valeur maximum du coefficient de Poisson,  : montrer que si l’on tire sur
un élastique de papeterie, il ne change pas de volume.

Réponse : l’élastique s’allonge facilement (  pas très grand) mais sans changer

de volume (contrainte uniaxiale, d’après [3.26] et [3.21], ).

Le caoutchouc est un matériau pratiquement incompressible. À l’opposé, le liège
est un matériau particulièrement facile à comprimer, pour lequel  et

.
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3.1.4.3.  Cisaillement

Considérons à nouveau la déformation envisagée en [3.12] et le tenseur des con-
traintes qui lui est associé :

                     [3.29]

Une telle déformation se fait sans changement de volume, on l’appelle un
cisaillement. L’angle droit  diminue de  sous l’action de la contrainte

 ce qui permet de définir le module de cisaillement  :

                           [3.30]

Nous verrons, à propos de l’influence de la raideur sur les vibrations transversa-
les des cordes (fig. 3.4), un autre exemple de cisaillement dans lequel les faces ne
restent pas parallèles bien que les angles restent droits : dans cet exemple, le
volume restera inchangé, ce qui est caractéristique du cisaillement.

Pour le caoutchouc, comme , il en résulte que : .

3.2.  Vibrations des verges, cordes, membranes et plaques

Nous allons appliquer la théorie de l’élasticité à plusieurs cas classiques et déter-
miner les modes propres ainsi que les fréquences propres.

3.2.1.  Ondes de torsion dans les verges cylindriques

Définition : on appelle verge un barreau de forme élancée. Contrairement à une
poutre, il peut être le siège de déplacements importants, en flexion ou en torsion,
tout en restant en chacun de ses points dans la limite des petites déformations. 

Nous montrerons que la présence ou non d’une précontrainte de tension ne
change pas le problème : le modèle sera donc valable également pour les cordes
monofilament. Nous utiliserons l’expression corde monofilament pour désigner
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une verge extrêmement élancée et fortement tendue.
Afin d’étudier les ondes de torsion, nous repérons le déplacement par un angle

 fonction de l’abscisse  le long de la corde et du temps . Pour un segment
, la torsion d’un angle  fait tourner une génératrice, située à une distance 

de l’axe à l’intérieur du matériau, d’un angle . Un cube élémentaire qui était

situé en  au repos se déplace en  et subit donc un cisaillement d’angle 
dans la face du cylindre, sans déformation dans la section du cylindre (mais avec
rotation). Des considérations géométriques nous donnent :

                  

À ce cisaillement est associée une contrainte tangentielle dans le plan de section,
, où  désigne le module de cisaillement. En chaque

point de la section droite, le moment par unité de surface correspondant à cette con-
trainte autour de l’axe du cylindre est . Le moment
total de torsion exercé sur la section droite (diamètre ) a donc pour expression :

        [3.31]

Définition :  s’appelle le moment d’une section droite par rapport à l’axe du
cylindre.

Pour une forme cylindrique, ce moment vaut :

[3.32]

Figure 3.3.  Torsion d’une génératrice située à
l’intérieur du matériau à une distance  de l’axe.r
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Le moment  représente l’action de la partie droite (abscisses croissan-

tes) sur la partie gauche. Un élément de cylindre de longueur  est soumis à
l’action de la partie droite en  et à la réaction de la partie gauche en , soit :

On remarquera que la composante de la contrainte de cisaillement le long de la
génératrice du cylindre n’intervient pas et que la présence éventuelle d’une précon-
trainte de tension le long de cet axe ne change rien. Le moment d’inertie de notre
élément de cylindre a pour expression :

L’équation de la dynamique s’écrit alors :

Les mouvements sont donc régis par l’équation des ondes de torsion :

           [3.33]

Rappelons que le module de cisaillement est inférieur au module d’Young (voir
[3.30]) : il en résulte que les ondes de torsion se propagent à une vitesse inférieure
aux ondes de compression.

On peut également générer des ondes de cisaillement dans les cordes par appli-
cation d’une contrainte de cisaillement normale à l’axe. La vitesse de propagation
(on dit aussi la célérité) des ondes est alors la même qu’en torsion.

3.2.2.  Modes propres longitudinaux et de torsion dans les verges cylindriques

Considérons une verge cylindrique dans laquelle sont présentes des ondes lon-
gitudinales  régies par [3.8], de célérité , et des ondes de torsion 
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régies par [3.33], de célérité . Les ondes planes progressives 

[3.34]

sont solution des équations différentielles [3.8] et [3.33] à condition que les rela-
tions de dispersions suivantes soient vérifiées

                           [3.35]

Pour réaliser en  la nullité du déplacement longitudinal et de la torsion, il
faut superposer pour chaque type de mouvement deux ondes progressives se pro-
pageant en sens inverse et réaliser ainsi une onde stationnaire :

            [3.36]

Pour réaliser en  la nullité du déplacement longitudinal et de la torsion,
il faut choisir  tel que . Le nombre d’onde  ne peut donc prendre que
des valeurs discrètes indicées par un nombre entier  :

              [3.37]

Pour chaque valeur de , un mouvement représenté par [3.36] avec [3.35] et
[3.37] est un mode propre. Pour les modes longitudinaux et de torsion ci-dessus,
les pulsations propres sont respectivement données par :

                     [3.38]

Pour la verge cylindrique, il existe d’autres types de modes propres, associés à
d’autres équations des ondes : nous traiterons ci-après, en particulier, le cas des
ondes transversales.

• Exercice : calculer la célérité des ondes longitudinales et de torsion pour une
corde filée.

Réponse : ces cordes non monofilament, que l’on utilise beaucoup dans les ins-
truments de musique, de diamètre extérieur , sont constituées d’une âme, c’est-

à-dire d’un monofilament de diamètre , réalisé souvent en acier. Autour de

l’âme, on bobine à spires jointives un fil de laiton ou de cuivre que l’on appelle le
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trait

 

. L’élasticité est essentiellement celle de l’âme (module d’Young , module

de torsion ), la masse étant apportée principalement par le filage (masse volu-

mique ) et un peu par l’âme (masse volumique ). Les ondes longitudinales se

trouvent modifiées de la façon suivante :

 

                   

 

Pour les ondes de torsion, il vient :

 

            

 

3.2.3.  

 

Vibrations transversales : cordes monofilament, verges précontraintes

 

3.2.3.1.  

 

Influence de la raideur sur les vibrations transversales

 

Nous restons dans le cadre de la théorie de l’élasticité (

 

petites déformations

 

,

 

frottements internes négligés

 

). Nous nous restreignons au cas où 

 

la contrainte est
de module constant

 

 le long du système et 

 

ne varie pas dans le temps

 

 : cette hypo-
thèse est fortement restrictive car elle impose de ne considérer que de 

 

très faibles
déplacements transversaux

 

. Nous verrons en effet, ci-après, que les déplacements
d’amplitude finie entraînent une variation de la tension  qui conduit à une non-
linéarité. Nous supposerons les 

 

angles petits

 

 et nous assimilerons le sinus à l’angle
exprimé en radians et le cosinus à 1.

Nous supposerons de plus, lors de la déformation qu’entraîne la flexion, que les
sections droites initialement perpendiculaires à l’axe restent planes et perpendicu-
laires à une fibre moyenne : la fibre neutre (hypothèses d’Euler-Bernoulli). 

Soient  l’abscisse le long de la corde au repos,  le déplacement trans-
versal et  la coordonnée transversale à l’intérieur de la corde comptée par rapport

à la fibre neutre (le long de , donc sensiblement le long de l’axe ). 
Les hypothèses d’Euler-Bernoulli impliquent que la longueur d’une fibre à une

distance  de la fibre neutre (voir figure) varie proportionnellement à ,
 rayon de courbure de la fibre neutre. La déformation de la fibre de cote  (allon-
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gement ou rétrécissement) est donc donnée par :

[3.39]

La contrainte uniaxiale responsable de cette déformation s’écri t
, la force correspondante pour une section élémentaire a pour

expression , son moment par rapport au point  vaut

 (orientation dans le sens trigonométrique). Le moment total qui
s’exerce sur la face et la fait tourner, appelé moment fléchissant, est donné par :

      avec      [3.40]

Définition : l’intégrale  s’appelle moment d’une section droite par rapport à la

droite  de cette section droite.
 Pour une corde cylindrique, elle vaut la moitié du moment par rapport à l’axe : 

[3.41]

Pour une verge de section rectangulaire, de largeur  et d’épaisseur  on a : 

[3.42]

Figure 3.4.  Vibrations transversales (corde ou verge précontrainte).

O x

y

f e x t,( )–

x∂
∂

y x t,( )

R ϕδ

R z–( ) ϕδ

z

f e x xd+ t,( )
T o–

M x t,( )–

M x xd+ t,( )

x∂
∂

y x xd+ t,( )

T o
O’

ϕδ
x

2

2

∂
∂ y

xd=

ϕδ

R

xd R ϕδ=

e z( ) R z–( ) ϕδ R ϕδ–
R ϕδ

----------------------------------------  
z
R
---– z

x
2

2

∂
∂ y

–= = =

τ z( ) Ee z( )=
fδ τ z( ) Sd= z 0=

Mδ z– τ z( ) Sd=

M E
x

2

2

∂
∂ y

z
2

Sd
S
∫ EI

x
2

2

∂
∂ y

= = I z
2

Sd
S
∫=

I

z 0=

I
πd

4

64
---------=

l h

I
lh

3

12
-------=



Vibrations des systèmes mécaniques simples  101

Le moment  représente l’action du moment fléchissant exercé par la

partie droite (abscisses croissantes) sur la partie gauche. Un élément  est soumis
à l’action du moment fléchissant en  et à la réaction en . De plus, les sec-
tions droites ne restant pas parallèles, il existe une déformation de cisaillement à
laquelle est associée l’action d’un effort tranchant élastique  dans le

plan de section , (compté algébriquement le long de ), ainsi que la réac-
tion  en , donc un couple  autour du centre d’inertie. Enfin,

la force tangentielle  contribue selon  à un effort tranchant de précontrainte :

Le couple résultant de l’action et de la réaction de précontrainte autour du centre
d’inertie est d’ordre supérieur. L’élément  est animé principalement d’un mou-
vement de translation, accompagné d’un faible mouvement de rotation. Il n’y a ni
moment extérieur ni force extérieure appliquée. En négligeant l’effet inertiel de
rotation (approximation bien vérifiée pour les cordes et les verges dont les formes
sont élancées), l’équilibre des moments autour du centre de gravité donne :

[3.43]

L’effort tranchant total selon , action exercée par la partie droite (abscisses
croissantes) sur la partie gauche, s’écrit :

[3.44]

La dynamique associée au mouvement de translation de l’élément  résulte de
l’action  de l’effort tranchant total à droite et de la réaction 
à gauche, soit :

[3.45]
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On obtient ainsi l’équation de propagation des ondes de flexion :

[3.46]

Cherchons les solutions du type . Une telle fonction est

solution à condition que  et  vérifient la relation :

[3.47]

Définition : on appelle relation de dispersion la relation que   et  doivent

vérifier pour que l’onde progressive  soit solution de

l’équation des ondes du système mécanique.
Dans notre système, la relation de dispersion est une équation du second degré

en  (bicarrée) : à chaque valeur de  correspondent quatre valeurs de , deux
valeurs réelles de signe opposé , deux valeurs imaginaires pures de signe opposé

. Il en résulte qu’une onde stationnaire est formée de la superposition de quatre
ondes progressives, ce que l’on peut écrire sous la forme suivante :

[3.48]

avec des valeurs de  et  correspondant à la même valeur de . On a les rela-
tions ci-dessous :

                   [3.49]

Les valeurs possibles pour  et  seront fixées par les conditions aux limites,
qui détermineront ainsi les modes propres. La solution la plus générale sera du
type : 

[3.50]
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Laissant de côté le cas général, nous allons étudier plus précisément deux cas
limites : celui où le terme de tension prédomine dans la relation de dispersion
[3.47] (corde monofilament) et celui où le terme de raideur est le plus important
(verge précontrainte). Cela dépend de la valeur du nombre d’onde  par rapport à

, nombre d’onde caractéristique de la raideur : 

[3.51]

Si , la corde est très raide pour l’onde considérée. Si , la corde est

souple au contraire. En l’absence de raideur, , on retrouve l’équation des

ondes habituelle avec une vitesse de propagation

[3.52]

Ce modèle simple n’existe pas dans la réalité mais on s’en approche plus ou
moins avec les cordes musicales, que l’on souhaite en général aussi souples que
possible. Dans la littérature, l’expression “corde vibrante” sans autre précision
désigne ce modèle de vibrations transversales sans raideur et sans amortissement.

3.2.3.2.  Vibrations transversales des cordes monofilament

Nous considérons le cas . Nous traitons le terme de raideur comme une

petite correction dans la relation de dispersion [3.47] :

[3.53]

Définition : on appelle vitesse de phase la célérité  d’une onde sinusoïdale

de pulsation . 
La relation de dispersion [3.53] montre que la vitesse de phase augmente avec

, donc avec la fréquence. 
Définition : on dit qu’il y a propagation avec dispersion quand la vitesse de
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phase dépend de la fréquence. 
Un paquet d’ondes vérifiant [3.53] se propage avec déformation, les hautes fré-

quences qu’il contient partent en avant où elles constituent un précurseur.
On démontre qu’un paquet d’ondes centré autour d’une pulsation  voyage à

une vitesse , que l’on appelle vitesse de groupe : l’énergie est propagée

par l’onde à la vitesse de groupe. Dans le cas de [3.53], pour un paquet d’ondes
riche en basses fréquences, la vitesse de groupe est  et on a :

                 [3.54]

La corde étant de dimension finie, les ondes planes progressives qui constituent
ce paquet d’ondes arrivent à une extrémité et se réfléchissent. Les conditions aux
limites imposées à chaque extrémité peuvent être fort compliquées dans les instru-
ments de musique (chevalet en mouvement). Elles concernent la position, le
moment fléchissant, l’effort tranchant, la vitesse. Nous n’envisageons dans ce cha-
pitre que quelques cas d’école simples.

• Extrémité en appui simple
En , le déplacement est nul et aucun moment fléchissant n’est appliqué
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Figure 3.5.  Onde transversale avec précurseur (corde de clavecin).
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(mais il y a une pente et un effort tranchant) :

,                 soit  [3.55]

• Extrémité encastrée
En , le déplacement est nul et la pente également (mais il y a un moment

fléchissant et un effort tranchant) :

,                      [3.56]

• Extrémité libre
En , le moment fléchissant et l’effort tranchant sont tous deux nuls (mais

il y a un déplacement et une pente) :

,       soit       [3.57]

Pour la corde, l’extrémité libre, qui impose , n’est pas compatible avec

l’hypothèse faite plus haut. L’encastrement conduit à des calculs pénibles. Nous ne
traiterons ci-dessous que le cas de l’appui simple aux deux extrémités.

L’appui simple en  conduit à  et

l’appui simple en  nous donne :

       avec          [3.58]

On remarque que, pour , il y a  points nodaux où la corde reste immo-
bile. Le mouvement le plus général est une superposition de ces modes propres :

     avec     [3.59]

          avec    [3.60]
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Les fréquences propres  ne sont plus harmoniques, on parle de partiels par

opposition aux harmoniques. Il est d’usage d’écrire 

        avec    [3.61]

L’inharmonicité de la corde dépend de , qui augmente rapidement avec le dia-
mètre. L’inharmonicité augmente rapidement, aussi, avec le numéro du partiel. Il
est logique que la raideur, qui est une force de rappel, augmente la fréquence.
Quand le numéro du partiel augmente, le nombre d’arches selon lequel il faut plier
la corde entre les points nodaux augmente, on comprend que la raideur augmente
également.

3.2.3.3.  Inharmonicité et psychoacoustique, remarques sur le piano

Dans les instruments à cordes, la valeur de  doit être d’autant plus faible que
la corde considérée est utilisée avec des numéros de partiels plus élevés : dans le
cas contraire, la présence de battements agressifs empêcherait l’instrument de bien
sonner. Par ailleurs, on constate sur l’ensemble des instruments qu’une impression
d’homogénéité du timbre est liée à la présence d’un contenu spectral homogène en
fréquence. Par exemple, la famille des saxophones, qui donne une impression
d’homogénéité de timbre entre les différents instruments, possède une étendue
spectrale constante pour tous les instruments et toutes les tessitures. Il en résulte
que l’exigence d’homogénéité nécessite la présence de partiels de numéros
d’autant plus élevés que le fondamental est bas. 

Une solution consiste à utiliser des cordes monofilament longues, fines et d’un
métal dense (laiton) pour le grave : c’est le choix qui est fait dans le clavecin.
L’énergie potentielle stockée dans la corde est , produit de l’allongement

maximum  par la tension . La corde étant fine, la tension de rupture est rela-

tivement basse : le son du clavecin est donc très riche en partiels (15 kHz) mais le
volume sonore reste relativement faible.

Passant du clavecin au piano, on passe de 5 octaves à 7 mais les longueurs de
cordes restent comparables (on n’augmente pas l’encombrement). Par ailleurs, on
souhaite un volume sonore aussi grand que possible. Pour étendre la tessiture dans
les graves, une valeur élevée de  est nécessaire. L’utilisation de cordes monofi-

lament conduirait à un diamètre élevé, donc une trop grande inharmonicité. On est
conduit à remplacer dans le grave les cordes monofilament par des cordes filées :
le filage en laiton permet l’obtention d’une valeur élevée de . L’utilisation d’une

âme en acier, de diamètre supérieur aux cordes de clavecin, permet d’augmenter

f n

f n n f o 1 Bn
2

+≈ B
π3

Ed
4

64T oL
2

------------------=

B

B

T o Lδ

Lδ T o

ρL

ρL



Vibrations des systèmes mécaniques simples  107

 donc le volume sonore. Le nombre d’onde caractéristique de la raideur  étant

beaucoup plus bas, l’étendue spectrale se trouve réduite (5 kHz, voir [3.158]). 
Cette solution ne convient pas dans l’aigu où l’obtention d’une fréquence élevée

nécessite une valeur élevée de  mais petite de  : on utilise donc des cordes

monofilament en acier, d’une longueur plus courte, fortement tendues. On leur
donne sensiblement le même diamètre que celui de l’âme dans le grave et la même
tension, donc la même valeur de , ce qui assure une même étendue spectrale

(voir [3.158]). Il en résulte une valeur élevée de  mais celle-ci n’affecte pas trop
la qualité du son car le nombre de partiels utilisés est très bas (critère d’homogé-
néité du timbre). La tension des cordes varie peu sur toute l’étendue de l’instru-
ment, ce qui semble conduire à un équilibre favorable à la stabilité mécanique.
Reste un problème d’énergie car, si  a une valeur suffisante, il n’en est pas de

même de  pour la simple raison que la longueur  des cordes est courte dans
l’aigu. Pour augmenter le niveau sonore, on est conduit à utiliser trois cordes par
note (principe déjà en usage dans le clavecin quand on accouple des jeux). 

La mise en œuvre, dans l’aigu, d’une valeur relativement élevée de  a une con-
séquence sur l’accord du piano. En effet, le rapport  des fréquences des deux

premiers partiels d’une note est supérieur à 2 ( ), ce qui

oblige à accorder sa correspondante à l’octave plus haut que 2 fois la fréquence. On
est donc conduit à réaliser un accord dilatant les octaves dans l’aigu, d’autant plus
fortement que le facteur d’inharmonicité  est élevé (voir Lattard). Cette situation,
qui résulte des lois de la mécanique, est par ailleurs compatible avec une autre exi-
gence, celle-ci de nature psychoacoustique : l’oreille juge trop petit pour une
octave musicale l’intervalle mélodique où on double la fréquence dans l’aigu,
quand l’expérience est faite avec des sons à timbre pauvre. Le timbre du piano est
relativement pauvre, beaucoup moins riche que le timbre du clavecin. Dans la pra-
tique, les octaves de l’extrême aigu du piano, qui utilisent des cordes fort raides,
sont très sensiblement dilatées : ceci pose, naturellement, quelques délicats problè-
mes de justesse si l’instrument se marie avec d’autres instruments de l’orchestre à
timbre riche pour lesquels la règle du doublement de fréquence est appliquée (cla-
rinette, hautbois etc.). Dans l’extrême grave du piano, on pratique également une
certaine dilatation des octaves pour raison psychoacoustique, mais cette dilatation
est moins nette et moins systématique que dans l’extrême aigu.

L’existence d’une tension totale extrêmement élevée impose, pour le piano, la
présence d’un cadre extrêmement rigide. On le réalise en fonte, on est obligé d’y
prévoir des renforts. Il en résulte que différentes zones de cordages sont présentes
(problème accentué par la disposition dite en cordes croisées). Cette discontinuité,
associée de plus au changement de type de cordes et au changement de nombre de
cordes, toutes ces causes rendent délicates l’obtention d’une variation très progres-
sive de  d’un bout à l’autre de la tessiture. La réussite d’une telle progression de

 sur toute l’étendue du clavier, sans aucune discontinuité, constitue le critère le
plus facilement mesurable de la qualité d’un piano : seuls les pianos de concert
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satisfont ce critère. Sur les pianos d’étude, des discontinuités existent, sont repéra-
bles à l’oreille et mesurables sur .

3.2.3.4.  Vibrations des cordes musicales : cas général, linéarisation

Nous envisageons sur la corde à la fois des mouvements transversaux non plans
(approximation des petits angles) et des mouvements longitudinaux. On réfère
l’espace à un trièdre orthonormé  , l’axe  étant pris selon la position de
la corde au repos. Nous assimilons la corde à l’instant  à une ligne géométrique

. Chaque point  dans la configuration de référence (au repos, représenta-

tion de Lagrange) subit un déplacement tridimensionnel  :

              [3.62]

Pour un point proche de  on a :

[3.63]

[3.64]

en notant prime la dérivée partielle par rapport à .
Notre corde musicale est supposée parfaitement flexible quant aux mouvements

transversaux, mais d’élasticité finie quant aux mouvements longitudinaux. On
s’approche de cette situation pour des cordes monofilament très fines ou des cordes
filées. La seule force de rappel est due à la tension , tangente à la corde en chaque
point.

À chaque instant et à chaque endroit, la tension  est supérieure à la tension au
repos  à cause de l’existence d’un allongement local  :

            avec            [3.65]
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où  est le module élastique de la corde (  pour un monofilament).

Le vecteur unitaire tangentiel a pour expression : . Considérons un élé-

ment infinitésimal de la corde. Il est soumis à l’action de la tension en  et à
la réaction en . On en déduit l’équation vectorielle du mouvement :

[3.66]

Calculons les termes géométriques. Il vient :

[3.67]
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Figure 3.6.  Mouvement tridimensionnel d’une corde.
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On en déduit la valeur de la déformation et la tension qui lui est associée :

[3.68]

En tenant compte de [3.67] et [3.68], l’équation du mouvement [3.66] s’écrit :

[3.69]

avec                        [3.70]

On obtient un système de trois équations non linéaires couplées, qui sera traité
au chapitre 5. Nous allons ci-après linéariser ces équations. Supposons les angles
suffisamment petits pour que les termes non linéaires soient négligeables. Il vient :

                    [3.71]

Dans l’approximation linéaire, tout mouvement de la corde peut être considéré
comme une superposition de trois mouvements découplés : un mouvement longi-
tudinal et deux mouvements transverses, régis par des équations des ondes décou-
plées. On démontre qu’il en est de même pour la torsion (voir A. Watzky, thèse,
L.A.M.). On peut donc restreindre le problème en envisageant chaque type d’onde
séparément, ce que nous avons fait ci-dessus.

3.2.3.5.  Vibrations transversales des verges précontraintes

Nous considérons le cas . Le terme de raideur est prépondérant dans la

relation de dispersion [3.47], nous traitons la précontrainte comme une petite per-
turbation. Il vient :
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La relation de dispersion prend la forme suivante :

[3.72]

La vitesse de phase augmente comme la racine carrée de la fréquence :

[3.73]

L e milieu est fortement dispersif. Pour des verges précontraintes les fréquences
propres sont augmentées en présence de tension ( ) mais diminuées en pré-

sence de compression ( ). Notons que la précontrainte de compression est

une cause d’instabilité : au-delà d’un certain seuil se produit un flambage de la
verge, le sens de la déformation étant indéterminé. Il s’agit d’un comportement non
linéaire (bifurcation supercritique, voir chapitre 5). Par ailleurs, notons que, dans
les cordes, les partiels de très hautes fréquences vérifient  et relèvent toujours

du régime de forte raideur : leurs fréquences propres sont données par [3.72] avec
, . Cependant, de tels partiels ne sont pas excités par pince-

ment à cause de l’influence de la raideur dans les conditions initiales. On ne peut
les exciter que par le choc d’un objet dur et très petit (ondes de cisaillement).

• Nous nous limitons ci-dessous au cas où la précontrainte est nulle
Pour des verges non précontraintes, [3.51] conduit à  : les modes propres

donnés par [3.50] ont des parties spatiales sont formées de quatre fonctions de  :

[3.74]

[3.75]

Les coefficients sont déterminés à un facteur multiplicatif près, ainsi que les
valeurs possibles de , par quatre conditions aux limites concernant le déplace-
ment, ou la pente, ou le moment fléchissant, ou l’effort tranchant à chaque extré-
mité. Les dérivées successives vont nous permettre d’examiner les situations que
l’on rencontre le plus couramment dans les instruments de musique.
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• Verge encastrée-libre
En  on a encastrement, en  la verge est libre :

       

Ce cas se rencontre fréquemment (anches d’harmonica, de jeux d’orgue à
anches etc.). 

En tenant compte de [3.74] et [3.75] il vient :

Le nombre d’onde  est donné par :

[3.76]
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Figure 3.7.  Détermination graphique des fréquences propres
des verges encastrées-libres ou libres-libres.
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La forme équivalente suivante est plus propice à une résolution numérique :

[3.77]

On obtient graphiquement (voir figure 3.7) les valeurs du nombre d’onde :

   pour     ,             [3.78]

 Pour des verges de section rectangulaire et d’épaisseur , les fréquences pro-
pres sont données par :

   pour     ,  et    [3.79]

• Verge libre-libre
La verge est libre aux deux extrémités  et  :

       

Un raisonnement analogue conduit à :

[3.80]

soit

La forme suivante se prête bien à une résolution numérique (figure 3.7) :

[3.81]
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Le modèle concerne, par exemple, le vibraphone. On obtient :

                        pour    [3.82]

• Verge en appuis simples aux deux extrémités

        

Le cas est peu courant, exception faite des cordes pour les fréquences très éle-
vées. C’est le seul cas qui permette une résolution analytique simple  :

                                 [3.83]

La solution vibratoire la plus générale est une superposition des modes propres :

[3.84]

3.2.4.  Vibrations transversales des membranes

Considérons maintenant une membrane initialement au repos dans un plan
, notons  le déplacement transversal du point . Une mem-

brane est l’analogue à deux dimensions de la corde parfaitement souple : la force
de rappel élastique provient de la tension  par unité de longueur, on note  la

masse par unité de surface. On remarquera d’ailleurs, très généralement, que
, donc  et , ce qui permet d’évaluer la masse

par unité de surface ou de longueur connaissant la masse par unité de volume et la
longueur ou la section. Un élément , déplacé de  par rapport à

sa position d’équilibre (configuration de référence), est soumis à une force 
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les deux côtés parallèles à . 

Ces forces se combinent deux à deux pour donner la résultante suivante selon
l’axe  :

L’équation de la dynamique s’écrit donc :

        avec    [3.85]

On obtient l’équation des ondes à deux dimensions, qui fait intervenir l’opéra-
teur Laplacien :

      avec    [3.86]

Cherchons s’il existe une solution à variables séparées du type :

Nous aboutissons à la condition suivante :
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Figure 3.8.  Vibrations d’une membrane.
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Le second membre ne dépend que de la variable  alors que le premier membre

ne dépend que de la variable . Chaque membre est donc constant. On obtient :

                    

Les solutions sont des ondes planes transversales

[3.87]

qui se propagent sans dispersion selon les vecteurs d’onde  de composantes

, avec :

[3.88]

3.2.4.1.  Modes propres d’une membrane rectangulaire

Prenons les axes selon deux côtés de la membrane, les deux autres étant respec-
tivement sur les droites  et . Les conditions aux limites sont

. La nullité du déplacement impose de combiner des ondes

progressives de manière à former une onde stationnaire du type :

[3.89]

où  et  satisfont [3.88]. La nullité du déplacement sur les deux autres côtés
fixe les valeurs possibles des deux nombres d’onde, donc de la pulsation :

                     [3.90]

Les modes propres sont donnés par :
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On remarque que les fréquences propres ne sont pas harmoniques. On constate
que, dans le mouvement d’ensemble en phase (ou en opposition de phase) de la
membrane, certaines lignes restent immobiles : on les appelle lignes nodales. Ce
sont les droites  pour  et  pour . D’autres

lignes nodales existent quand la présence d’une symétrie fait apparaître une dégé-
nérescence, voir ci-dessous membrane circulaire.

La solution générale est une combinaison linéaire des modes propres :

[3.92]

3.2.4.2.  Modes propres d’une membrane circulaire

L’origine étant au centre de la membrane, nous repérons un point du plan de la
membrane au repos par sa distance  au centre et son azimut . En coordonnées
cylindriques, le Laplacien à deux dimensions s’écrit :

[3.93]

Nous cherchons s’il existe une solution à variables séparées du type :

[3.94]

Le raisonnement est le même qu’en coordonnées cartésiennes, il faut :
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physique, que  reprenne la même valeur quand  prend des valeurs modulo .

Ceci impose que  soit entier ou nul. En tenant compte de l’expression de , on

obtient l’équation qui régit la partie radiale :

            [3.95]

Cette équation différentielle est classique : les solutions sont des fonctions de
Bessel de première espèce, que l’on note , avec la relation . 

On a donc des solutions du type :

[3.96]
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étant infinie à l’origine, elles ne conviennent pas au présent problème. Les consi-
dérations précédentes ne font pas intervenir les conditions aux limites, le résultat
ci-dessus est donc général au même titre que l’existence des ondes planes [3.87].

Appliquons maintenant [3.96] au cas d’une membrane circulaire. Les conditions
aux limites à introduire sont ,  étant le diamètre de la

membrane, supposée immobile sur son pourtour. Soient  les zéros de la fonc-

tion de Bessel , on obtient la condition suivante qui fixe les valeurs possibles de

, d’où l’on déduit celles de  :
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Les fréquences propres ne sont pas harmoniques. Les modes propres sont de la
forme suivante (voir figure 3.8) :
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Figure 3 .9 .   Modes propres  [m,n] ,  d’une membrane circulaire,
successivement : [0,1], [0,2], [0,3], [1,1], [1,2], [1,3], [2,1] et [3,4]. Fréquence
relative par rapport au fondamental : =1, =2,30, =3,60, =1,59, =2,92, =4,23,
=2,14, =6,75 respectivement.
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dit qu’il y a dégénérescence. Celle-ci est produite par la symétrie de la structure.
L’introduction d’un défaut de symétrie a pour conséquence la levée de la

dégénérescence : il existe alors deux fréquences proches mais non égales, ce qui se
traduit par des phénomènes de battements. Le principe de la rupture de symétrie
axiale avec levée de dégénérescence est général et se rencontre dans d’autres
structures : il est par exemple utilisé dans le bol tibétain, dont la sonorité “magi-
que” utilise de tels battements soigneusement réglés. Une situation analogue de
dégénérescence apparaît dans les membranes rectangulaires quand le rapport

 est un nombre rationnel (ou entier).

La solution générale est une superposition des modes propres indépendants :

[3.99]

3.2.5.  Vibrations transversales des plaques

Une plaque est l’analogue à deux dimensions d’une verge d’épaisseur  : les
vibrations transversales ont lieu aussi bien en largeur qu’en longueur. Le système
mécanique est plus compliqué que la verge car la flexion dans le sens de la largeur
introduit des contraintes. Nous n’établirons pas ici l’équation de la dynamique car
elle s’obtient beaucoup plus facilement à partir du formalisme Lagrangien (voir
chapitre 5 pour la démonstration). On note  l’épaisseur de la plaque,  la masse

par unité de surface,  le module d’Young,  le coefficient de Poisson. Cette équa-
tion s’écrit :

     [3.100]

avec        [3.101]

La grandeur  s’appelle raideur de la plaque. En coordonnées cartésiennes,

on sépare les variables comme on l’a fait pour les membranes. Avec les mêmes

L2 L1⁄

y r ϕ t, ,( ) Jm knmr( ) mϕ cos Anm ωnmtcos Bnm ωnmtsin+( )
m 0=

∞

∑
n 1=

∞

∑=

                 J m k nm r ( ) m ϕ  sin C nm ω nm t cos D nm ω nm t sin+ ( ) 

m

 

0=

 
∞

 ∑  

n

 

1=

 
∞

 ∑  +

h

h ρS

E ν

ρS
t
2

2

∂
∂ y

KS∆2
y+ 0= ∆2

x1
4

4

∂
∂

x2
4

4

∂
∂ 2

x1
2

2

∂
∂

 
x2

2

2

∂
∂

+ +
x1

2

2

∂
∂

x2
2

2

∂
∂+

 
 
  2

= =

KS
Eh

3

12 1 ν2
–( )

-------------------------=

KS



 

Vibrations des systèmes mécaniques simples  121

 

notations, les ondes progressives s’écrivent :

[3.102]

avec

[3.103]

 

3.2.5.1.  

 

Plaque rectangulaire en appui simple

 

Nous utiliserons des conditions aux limites d’appui simple sur le pourtour :

 [3.104]

On obtient les modes propres suivants :

[3.105]

                  [3.106]

Comme pour les verges, la propagation s’accompagne d’une forte 

 

dispersion

 

.
Les fréquences propres 

 

ne sont pas harmoniques

 

. La solution générale s’écrit :

[3.107]

Lignes nodales et dégénérescence sont analogues à la membrane rectangulaire. 
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3.2.5.2.  Plaque circulaire encastrée

Le cas d’une plaque circulaire encastrée se traite en coordonnées cylindriques
avec le même type de démarche que pour la membrane circulaire. Les fonctions
propres sont des combinaisons linéaires de fonctions de Bessel  et de fonc-

tions de Bessel hyperboliques  (voir Allard).

3.3.  Oscillations libres d’un système mécanique simple non amorti

Ce paragraphe a des ambitions très limitées : il s’agit seulement d’apporter un
complément à la présentation des modes propres ci-dessus. Les modes propres
d’un système linéaire constituent une base de fonctions sur laquelle on peut déve-
lopper n’importe quelle oscillation (cette particularité, très commode pour un phy-
sicien, résulte d’une propriété des espaces de Hilbert), les oscillations libres en par-
ticulier. Nous allons montrer comment la connaissance des conditions initiales
permet de calculer les coefficients de ce développement (notons cependant que les
méthodes modales, que nous verrons plus loin, permettent de résoudre ces problè-
mes d’une façon plus élégante et plus rapide). Nous en profiterons pour montrer
l’équivalence, en ce qui concerne la connaissance du système, avec une représen-
tation dans le domaine temporel.

3.3.1.  Rôle des conditions initiales dans la représentation en modes propres

La connaissance à l’instant  de la position et de la vitesse en chaque point
du système suffit pour définir le système qui, parce qu’il est linéaire, ne dépend pas
de l’état antérieur : on peut donc en déterminer l’évolution ultérieure. Ces condi-
tions initiales permettent, en effet, de calculer les coefficients du développement
sur la base de ces fonctions. Nous allons le montrer sur l’exemple de la corde
monofilament en mouvement plan avec des conditions aux limites d’appui simple
aux deux extrémités. Le principe se généralise facilement aux autres systèmes
mécaniques étudiés dans ce chapitre. L’expression du déplacement est du type :

[3.108]

Jm kr( )

Im kr( )
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Il est possible de normer [3.59] en écrivant  sous la forme :

[3.109]

L’intérêt de cette écriture provient du fait qu’on a les relations suivantes :

[3.110]

Définition : quand la base vérifie les relations [3.110], on dit qu’elle est ortho-
normée. Un ensemble de modes propres fournit une base orthogonale, il est sou-
vent commode de la normer, ce que l’on fait par intégration spatiale.

Enfin, nous avons les relations suivantes, fournies par la relation de dispersion
et par les conditions aux limites :

                           [3.111]

La connaissance du déplacement initial y en chaque point permet, par intégra-
tion spatiale à l’instant  de calculer tous les coefficients  :

[3.112]

On a tiré profit du fait que la base est orthonormée. La connaissance de la vitesse
initiale  en chaque point permet ensuite, de la même manière, de calculer tous les
coefficients  :

[3.113]

3.3.1.1.  Corde pincée lâchée sans vitesse à l’instant initial (solution approchée)

La forme initiale se compose de deux segments de droite. Cette forme n’est pas
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réalisable strictement, mais on s’en approche beaucoup lors d’un pincement ponc-
tuel à l’instant  quand la raideur de la corde est très faible : c’est le cas, par
exemple, d’une corde de clavecin pincée par le plectre. Soit  la position du plec-

tre et  le déplacement en ce point. On a :

          [3.114]

Compte tenu de  (vitesse initiale nulle), l’intégration sur  donne
. Pour , l’intégration de  conduit à :

On trouve :

Il est plus parlant d’exprimer le coefficient numérique au moyen de la force de
pincement . À l’instant , l’équilibre entre la force de pincement et la réac-
tion des brins de corde de part et d’autre impose la condition suivante :
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On obtient finalement l’amplitude des composantes et le déplacement :

      avec            [3.115]

[3.116]

Si  avec  et  entiers, la  composante a une amplitude

nulle ainsi que la ,  … C’est le phénomène de réjection lié à la
position du point de pincement, qui donne une forme particulière au spectre : le
timbre de la guitare change quand on déplace le point d’attaque. Ce sont les partiels
qui ont un nœud au point de pincement qui disparaissent, ce qui est logique car le
déplacement ne peut avoir de point nodal à cet endroit. Par ailleurs, l’amplitude des

partiels décroît en . Notons que ce fait, bien connu, n’empêche pas le clavecin
d’avoir un spectre extrêmement étendu dans l’aigu : il ne faut pas confondre le
déplacement de la corde avec la pression acoustique rayonnée, laquelle dépend des
caractéristiques mécaniques de la table d’harmonie. 

La composante transversale de la force exercée par la corde en , est don-

née par  :

 [3.117]

L’amplitude des composantes décroît en  pour la force (au lieu de 
pour le déplacement). La force comporte elle aussi le phénomène de réjection. Elle
est la grandeur active qui met en mouvement la table d’harmonie par l’intermé-
diaire du chevalet : la vitesse du chevalet, , est le produit de

l’admittance mécanique au chevalet par la force que la corde y exerce.
• Exercice : montrer, à partir de [3.117], que le signal correspondant est rectan-

gulaire.
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3.3.1.2.  Pincement ponctuel d’une corde monofilament en appuis simples

Quand on tient compte de la raideur en flexion, la déformée initiale est beaucoup
plus délicate à calculer. Nous ne ferons pas le calcul (voir Valette et Cuesta, Méca-
nique de la corde vibrante), nous nous contenterons de donner le résultat pour des
conditions aux limites d’appui simple aux deux extrémités quand on applique une
force ponctuelle  sur la corde en  l’instant . 

On trouve l’expression suivante de la déformée initiale :

      pour      [3.118]

      pour      [3.119]

avec        

Les cordes musicales sont très flexibles et on a  : . Sur le déplacement,

la différence entre corde parfaitement flexible, appuis simples et encastrement
n’apparaît qu’avec un fort agrandissement. Elle se traduit par des effets du type
couche limite, c’est-à-dire partout nuls sauf en certains endroits (au voisinage du
point de pincement, ou des extrémités pour l’encastrement). Mathématiquement,
ce comportement de couche limite provient de la présence, dans l’équation du mou-
vement, d’une dérivée d’ordre 4 affectée d’un coefficient numérique petit.
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Figure 3.10.  Corde monofilament, pincement ponctuel.
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Après l’instant initial, le mouvement est décrit par :

        [3.120]

              [3.121]

On obtient les valeurs de  par intégration. L’amplitude des partiels s’écrit

finalement :

      avec       [3.122]

L’expression du déplacement en fonction du temps est donnée par :

[3.123]

avec       [3.124]

(influence des amortissements sur  négligée). Nous établirons ce résultat de

façon beaucoup plus simple ci-après par la méthode des fonctions de Green.    
On retrouve le phénomène de réjection lié à la position du point . On constate

que les partiels pour lesquels  ne sont pas excités du fait de la raideur exces-

sive. Globalement cependant, le spectre est proche du modèle simple [3.116] pour
lequel seule l’inharmonicité était retenue, la raideur géométrique étant négligée. Le
modèle simple peut constituer une première approximation commode. Cette
remarque montre que dispersion et inharmonicité sont les principales conséquen-
ces de la raideur. Les conséquences géométriques que la raideur entraîne n’appa-
raissent que dans des effets du type couche limite qui modifient peu le comporte-
ment de la corde.
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Figure 3.11.  Trois déformées initiales (corde idéale, corde de clavecin).
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3.3.2.  Conditions initiales et description dans le domaine temporel

Au lieu d’écrire les conditions initiales dans l’espace , comme nous

venons de le faire, on peut aussi les écrire dans l’espace . Par exemple, le
mouvement d’une corde parfaitement souple étant régi par l’équation des ondes, la
fonction  représente une progressive dans le sens des  croissants, la
fonction  une progressive dans le sens des  décroissants. La fonction 

[3.125]

décrit le mouvement d’une corde lâchée à l’instant  dans la position 
avec une vitesse

 :

soit                                [3.126]
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Figure 3.13.  Amplitude et fréquence des partiels (modèle simple de la
corde souple avec inharmonicité, corde monofilament encastrée).
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La fonction

[3.127]

décrit le mouvement d’une corde frappée à l’instant  dans la position de
repos (car ) avec une vitesse initiale non nulle :

              [3.128]

On peut ainsi construire, par exemple, le mouvement d’une corde infinie à
laquelle un marteau de piano donne à l’instant initial une vitesse constante sur la
largeur du marteau et nulle ailleurs (voir Morse). Pour construire le mouvement
d’oscillation, il faut introduire les réflexions aux extrémités, ce que l’on fait par une
méthode d’image.

 

3.3.2.1.  

 

Mouvement d’une corde pincée idéale (domaine temporel)

 

La discontinuité en  (fig.3.12) se propage sans déformation à la vitesse . En
tenant compte des réflexions aux extrémités, les considérations précédentes per-
mettent de construire le mouvement de la corde pincée. Le signal de force  se
déduit de cette construction en considérant la pente. On est conduit ainsi à un signal
rectangulaire (force  pendant un temps , force  pen-

dant un temps ). Nous avions obtenu ci-dessus une expression au

moyen des composantes de Fourier. Les descriptions dans le domaine temporel
(espace ) et dans le domaine fréquentiel (espace ) sont donc complé-
mentaires, équivalentes sur le fond, mais plus ou moins commodes suivant le but
recherché.

• Exercice : 

 

définir dans le domaine temporel les caractéristiques d’un signal
périodique dont toutes les composantes paires dans la série de Fourier sont nulles
(signal symétrique)

 

.
Solution :       (  période).

 

3.3.2.2.  

 

Mouvement de Helmholtz d’une corde frottée (domaine temporel)

 

Dans les deux exemples que nous venons de traiter, aussi bien pour la corde pin-

y x t,( ) 1 2⁄( ) G x ct+( ) G x ct–( )–[ ]=

t 0=
1 2⁄( ) G x( ) G x( )–[ ] 0=

y x 0,( ) 0= u x 0,( )
t∂

∂
y x t,( )

t 0=

cG
 ,

x( )= =

M c

f t( )

P L xo–( ) L⁄ T xo L⁄ Pxo L⁄–

T L xo–( ) L⁄

k ω{ , } x t{ , }

f t T 2⁄+( ) f t( )–= t∀ T



Vibrations des systèmes mécaniques simples  131

cée que pour la corde frappée, nous avons mis en œuvre des segments de droite en
mouvement de translation uniforme. En chacun des points, la force était nulle : le
principe d’inertie nous a conduits à un mouvement de translation uniforme. Une
autre façon de mettre en œuvre le principe d’inertie consiste, pour un segment de
droite, à considérer que le moment résultant à une extrémité est nul : le principe
d’inertie conduit alors à un mouvement de rotation uniforme autour de ce point.

C’est cette seconde forme du principe d’inertie que nous allons mettre en œuvre
dans le mouvement de Helmholtz. On considère une corde tournant librement
autour du point , en contact avec un archet au point . En ce point, la

vitesse transversale de la corde est égale à la vitesse  de l’archet. On suppose
qu’aucune force n’est apportée, qu’il n’y a pas de dissipation : la description est
purement cinématique. Nous nous plaçons dans l’approximation des très petites
amplitudes et des petits angles. De plus, nous négligeons la raideur. Le mouvement
de la corde est donc donné par :

    avec          [3.129]

La corde tourne avec une vitesse angulaire  constante autour de . Con-

sidérons maintenant un point  voyageant sur la corde en direction de , à la
vitesse , dont l’abscisse est . Ce point se trouvait en  (extrémité de
la corde) à l’instant . Les coordonnées de  sont :

[3.130]

Figure 3.14.  Mouvement d’une corde pincée idéale : force exercée en O.
La force P est appliquée en . L’aire totale hachurée où la force est posi-

tive est égale à l’aire hachurée où la force est négative.
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Remarquons maintenant que la droite  a pour équation :

   avec     [3.131]

Cette droite tourne à vitesse angulaire constante  autour de . Imaginons

une corde passant par ,  et , tendue à la tension , de masse   par unité

de longueur. Si , le point anguleux  avance à la vitesse d’une per-

turbation. À son passage en un point  de la corde, on a une discontinuité de

vitesse et une discontinuité d’effort tranchant :

        

Ces discontinuités sont les mêmes en tout point de la corde et indépendantes du
temps. On remarque qu’elles sont proportionnelles,  étant, par similitude avec

les ondes acoustiques planes [1.53], l’impédance caractéristique de la corde :

[3.132]

Figure 3.15.  Mouvement de Helmholtz : vitesse en un point  de la corde,

force exercée en . L’archet, de vitesse , est appliqué en . L’aire totale

hachurée où la vitesse est positive est égale à l’aire hachurée à vitesse négative.
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En dehors du point anguleux, tous les éléments de la corde sont soumis à une
force nulle et leur mouvement suit le principe d’inertie. La cinématique du point
anguleux est celle d’une corde vibrante. Le mouvement considéré est donc celui
d’une corde vibrante, compatible avec un mouvement d’archet. Ce type de solu-
tions de l’équation des cordes vibrantes s’appelle le mouvement de Helmholtz. Pen-
dant une phase du mouvement, la corde suit le mouvement de l’archet. Pendant
l’autre phase, elle glisse en sens inverse. Le point anguleux décrit l’arc de parabole 

[3.133]

L’approximation des petits angles impose la condition de validité suivante
, peu restrictive en pratique. La description est valable pour  la pre-

mière demi-période. On complète la période par la méthode des images :

À partir de cette description temporelle du mouvement de Helmholtz, on peut
calculer le signal de force exercée par la corde en  :

[3.134]

Contrairement au signal de force résultant d’une corde pincée ou frappée, celui
résultant d’une corde frottée ne présente pas de phénomène de réjection. Or on sait,
par l’expérience d’écoute de toutes sortes de sons synthétisés, que l’on projette à
l’écoute d’un son un schéma mental sur un mode de fabrication mécanique possi-
ble, même quand celui-ci n’existe pas. La présence ou l’absence de réjection étant
à la fois une caractéristique perçue du timbre et une caractéristique du mode de
fabrication, on peut se demander dans quelle mesure cette caractéristique du timbre
pourrait suggérer un mode de fabrication du son. Pour mettre en évidence cet effet
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psychoacoustique, à supposer qu’il existe, il faudrait bien sûr éliminer les autres
moyens d’identification qui le masquent : amortissement ou non de la corde, bruit
d’archet ou de marteau etc.

Ce modèle cinématique explique pourquoi l’amplitude augmente quand on rap-
proche l’archet du chevalet. En complétant cette description cinématique par un
modèle de la caractéristique de friction de la corde sur l’archet (force de friction
exercée en fonction de la vitesse relative de la corde par rapport à l’archet), on
obtient une description beaucoup plus réaliste (existence d’une vitesse minimum
fonction de la force d’appui de l’archet sur la corde). Mais, pour rendre compte de
l’influence de l’archet sur le timbre, il faut abandonner la forme triangulaire du
signal de force en postulant un arrondi au lieu du point anguleux sur la corde. 

• Exercice : trouver les composantes de Fourier du signal de force d’une corde
frottée.

3.4.  Méthode modale dans les systèmes linéaires continus

Nous avons traité ci-dessus quelques exemples avec des systèmes simples en
oscillations libres. Nous allons donner maintenant une méthode générale pour
décrire les régimes forcés, c’est-à-dire la réponse d’un système linéaire continu
soumis à un système de forces qui dépendent du temps. Cette méthode étant élé-
gante et rapide, sa généralité permet de l’appliquer également au problème des con-
ditions initiales des oscillations libres : elle donne des calculs plus simples.

3.4.1.  Obtention des équations modales

Dans le régime libre, nous avons résolu une équation du mouvement de la forme
 où  est un opérateur différentiel linéaire, avec certaines condi-

tions aux limites imposées. Nous avons obtenu des modes propres orthogonaux,
formant une base. Pour un système continu unidimensionnel à un degré de liberté,
par exemple, la solution générale s’écrit :

[3.135]

Nous avons supposé la base orthonormée. L’extension à deux dimensions est
immédiate. Supposons le système soumis à un ensemble de forces par unité de lon-
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gueur. On peut en représenter la dépendance spatiale dans la même base :

[3.136]

En multipliant par  les deux membres de l’équation du mouvement et en

tirant parti de la linéarité de l’opérateur différentiel, on obtient, après intégration
spatiale, les équations modales. Considérons, par exemple, une corde monofila-
ment dont l’équation du mouvement est telle que [3.46], complétée par une force
d’amortissement proportionnelle à la vitesse (nous verrons au chapitre 4 que le
frottement dans l’air produit une telle résistance mécanique  par unité de

longueur) et soumise à une force extérieure appliquée  :

[3.137]

Chaque équation modale représente un oscillateur soumis à une force :

        [3.138]

À une dimension, d’une façon générale, le système mécanique est régi par :

[3.139]

et le comportement de chaque oscillateur qu’on en déduit peut être calculé,
comme nous l’avons vu au chapitre 2, au moyen de la réponse fréquentielle ou de
la réponse impulsionnelle : 

[3.140]

3.4.2.  Fonctions de Green pour les réponses fréquentielles

On impose une force  au point  (les équations aux dimen-
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sions devront être manipulées avec précautions). D’après [3.136] on a :

[3.141]

On calcule la réponse de chaque oscillateur élémentaire :

[3.142]

On en déduit la réponse du système par [3.135] :

[3.143]

avec      [3.144]

 

Définition : la fonction  s’appelle une fonction de Green

 

.

Pour une force imposée quelconque  on peut écrire (en utilisant les pro-

priétés de la transformée de Fourier et de l’impulsion de Dirac) :

[3.145]

On obtient alors la réponse générale en utilisant la fonction de Green [3.144] :

[3.146]

3.4.3.  Fonctions de Green pour les réponses impulsionnelles

On impose une force  au point  à l’instant  (atten-
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tion aux équations aux dimensions). D’après [3.136] on a :

[3.147]

Pour chaque oscillateur élémentaire, la réponse impulsionnelle permet d’écrire :

[3.148]

Pour l’ensemble du système, la réponse est donc, compte tenu de [3.135] :

[3.149]

avec      [3.150]

Définition : la réponse  s’appelle une fonction de Green. 

Pour une force imposée quelconque , on peut écrire (en utilisant les

propriétés de l’impulsion de Dirac) :

[3.151]

On peut alors calculer la réponse générale à une force  par un produit

de convolution en utilisant la fonction de Green [3.150] :

[3.152]

3.4.3.1.  Application au mouvement d’une corde frappée

La corde monofilament faiblement amortie (voir [3.137]) en appuis simples est
frappée ponctuellement à l’instant initial avec une impulsion  (produit de la force
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par le temps de contact) au point . L’expression de la force exercée par unité de

longueur est donc :

[3.153]

D’après [3.136], les composantes de ces forces sur les modes propres [3.109]
sont :

    avec    [3.154]

D’après [3.138], les équations modales s’écrivent :

[3.155]

Les amplitudes modales résultant de ces impulsions ont pour expression,
compte tenu de [2.91] :

[3.156]

avec            et    [3.157]

(amortissement négligé dans ). De [3.135] on déduit le déplacement :

[3.158]

On remarque le phénomène de réjection du point de frappe, ainsi qu’une
décroissance des partiels sensiblement en . Lorsque , les partiels ne

sont plus excités : la raideur détermine la limite supérieure du contenu spectral.

3.4.3.2.  Application au mouvement d’une corde pincée

La corde monofilament faiblement amortie (voir [3.137]) en appuis simples est
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pincée ponctuellement à l’instant initial avec une force  au point . L’expres-

sion de la force exercée par unité de longueur est donc :

        [3.159]

D’après [3.136], les composantes de cette force répartie sur les modes propres
[3.109] sont :

    avec    [3.160]

D’après [3.138], les équations modales s’écrivent :

[3.161]

On a des oscillations libres d’amplitudes initiales connues, ce qui conduit aux
amplitudes modales suivantes :

[3.162]

avec            et    [3.163]

(amortissement négligé dans ). De [3.135] on déduit le déplacement :

[3.164]

On retrouve [3.123], qui est ainsi démontrée. On remarque le phénomène de
réjection du point de pincement, ainsi qu’une décroissance des partiels sensible-

ment en  (au lieu de  pour la corde frappée). Lorsque , les partiels

ne sont plus excités : la raideur détermine la limite supérieure du contenu spectral. 
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3.4.4.  Principe de réciprocité

On remarque que les fonctions de Green [3.144] et [3.150] restent inchangées si
l’on permute  et . Il en résulte le principe ci-dessous.

Principe de réciprocité : la réponse d’un système linéaire en un point  quand

on applique une force en un point  est identique à la réponse en  quand cette

même force est appliquée en .

Ce principe est d’une grande importance, tant conceptuelle que pratique. Il per-
met d’ingénieuses applications dans certains problèmes de mesure.

3.4.5.  Relation entre réponses fréquentielles et réponses impulsionnelles

Rappelons que, pour chaque oscillateur élémentaire, réponse impulsionnelle et
réponse fréquentielle sont reliées par une transformation de Fourier (voir [2.96]).

On en déduit que les fonctions de Green correspondantes sont également trans-
formées de Fourier l’une de l’autre :

[3.165]

[3.166]

3.5.  Résumé

L’élasticité des matériaux est un modèle local linéaire reliant le tenseur des
déformations à celui des contraintes. Nous en avons tiré l’équation de propagation
et les modes propres pour les ondes de compression et de torsion dans les verges.
L’équation, que nous avons établie, est plus compliquée pour les vibrations trans-
versales des cordes quand la raideur est prise en compte (dérivée quatrième, dis-
persion, inharmonicité). Nous avons calculé les fréquences propres des verges
encastrées-libres, libres-libres et en appui simple aux deux extrémités. Nous avons
établi l’équation de propagation pour les membranes et étudié les modes propres
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des membranes rectangulaires ou circulaires. Nous avons montré le rôle des con-
ditions initiales dans les oscillations libres d’un système simple et donné la descrip-
tion dans le domaine temporel du mouvement de la corde pincée et du mouvement
de Helmholtz (corde frottée). Enfin, nous avons montré comment traiter le cas
général d’un système simple soumis à des forces quelconques en utilisant les fonc-
tions de Green (application à une corde monofilament frappée ou pincée, démons-
tration du principe de réciprocité).
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