Chapitre 3

Vibrations des systemes
mécaniques simples

Dans ce chapitre, nous laissons provisoirement de coté le couplage acoustique
et nous nous intéressons aux Vibrations des systemes simples tels que les cordes,
membranes ou plaques. La description repose sur une relation de comportement
des matériaux. Nous présentons briévement la théorie de I’ é asticité, que nous
appliquons a quel ques cas simples pour lesquel s nous déterminons les modes pro-
pres. Nous explicitons|eréle des conditionsinitiales et traitons quel ques exemples
dans e domaine temporel. Enfin, nous introduisons | es équations modales, par les-
guelles chague mode propre équivaut a un oscillateur simple, et les méthodes
modales (fonctions de Green), qui permettent de décrire le mouvement des systé-
mes linéaires faiblement amortis soumis al’ action de forces quelconques.

3.1. Comportement élastique des matériaux

3.1.1. Introduction : modéle unidimensionnel

Considérons un milieu élastique unidimensionnel, par exemple un barreau
métallique. On repere un point matériel du corps dans la configuration déformée, a

I"instant t, au moyen du déplacement y(x, t) qu’'il asubi par rapport a sa position
de départ x quand le corps était au repos (représentation de Lagrange). Un point
proche x + dx setrouve déplaceé d' une fagcon voisine :

{X} > {x+y(xt)} {x+dx} > {x+dx+y(x+dxt)} [3.1]
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Un segment dx (au repos) se trouve donc déplace et déforméal’instant t :
{dx} — {ds = [1 + %y(x, t)}dx} [3.2]

Définition : on appelle déformation e(x, t) |"allongement algébrique relatif

e(x t) = dSOTXdX = %y(x,t) [3.3]

Déplacement et déformation sont supposés petits (% «1, e«l).

Définition : on appelle contrainte 7(x, t) laforce par unité de surface respon-
sable de cette déformation.

Définition : on appelle éasticité la théorie qui consiste a postuler une relation
de proportionnalité entre la contrainte et la déformation :

7(x, t) = Ee(x t) [3.4]

La constante réelle E, caractéristique du matériau, s appelle module d’ élasti-
cité, ou module d Young. La force correspondante, qui est I’ action exercée par la

3 ds ,
—f(x, 1)< T f(x+dx )
T X N
yxtp :
i
') X X + dx ™

Figure 3.1. Elasticité (modéle unidimensionnel).

partie droite (abscisses croissantes) sur la partie gauche, s écrit :
f(x,t) = St(x,t) [3.5]

L’ élément dx est soumisal’ action dela partie droite et alaréaction de lapartie
gauche:

Of (x,t) = St(x+dx,t)—St(x t) = Saa—xr(x, t)dx [3.6]
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La masse pSdx de cet @ément prend une accélération donnée par laloi de la
dynamique:

9° 9°
SE—Zy(x, t)dx = (dex)—zy(x, t) [3.7]

dX ot

L es mouvements dans e barreau sont donc régis par I’ équation des ondes :

2

= Cza_); avec C = JE [3.8]
IX P

<N

d
ot

N

L es solutions sont des ondes planes se propageant alavitesse ¢, que nous appel -

lerons ondes longitudinal es ou ondes de compression. On ne changerien alasitua-
tion ci-dessus si la configuration de référence comporte une précontrainte de ten-
sion constante tout le long du barreau. Ces ondes sont donc identiques dans une

corde monofilament tendue si elle est faite du méme matériau (E et p identiques).

3.1.2. Tenseur des déformations

Considérons maintenant le casgénéral d’ un milieu élastiquetridimensionnel. La
démarche est similaire, I’ espace étant rapporté a un repéere orthonormé

(OX1X5X3) . Un point est représenté par un vecteur X dans le milieu au repos

(configuration de référence) et par le déplacement y(X,t) al’instant t.
{X} > {X+y(X, )} [3.9]

Un point proche X + dx se trouve déplaceé d une facon voisine, si bien gu’un
segment dx du corps au repos se trouve déplacé et déforméal’instant t :

{dx} a{ds: ([@J " M)dx} avec ;= % [3.10]
J
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Nous avons utilisé | es notations suivantes :

Xy Y1 Y11 Y12 Y13
X = 1% = |:Xj:| Y= Yo = [VJ [yij] = Y21 Y22 Vo3
X3 Y3 Y31 Y32 Ya3
100 6”. =0 s i#]
[5i;| = 1010  SymboledeKronecker o1 s =]
001 !

Remarquons maintenant que la matrice antisymétrique ci-dessous représente
une rotation d’un angle 6 (suppose petit) autour de I’ axe X :

0-60 |1-60 1 1 0 -6
MJ+9c)o= 610 o 1|6 =y 1] 81
000 (001 0 0 0 0

Il en va différemment de la matrice symétrique ci-dessous :

060 |160 1 1 0 6
[§J+900 =1610 o (1|6 =1 312
000 001

o
o
o
o

Elle déforme |’ angle droit { X, X4 enlediminuant d’ une quantité 26.
D’ une fagon générale, pour définir la déformation, il convient donc de séparer

[yiJ en une partie symétrique [eiJ et une partie antisymétrigue [wiJ :

ol = (ol o] 2lo] = bd-Bu] 2la] = b +[] e

La partie symétrique [eiJ S appelle tenseur des déformations au point X et a

I'instant t. La déformation est nulle si le milieu se déduit de la configuration de

référence par trandation et / ou rotation. On suppose la déformation petite.
Définition : un tenseur du second ordre est un opérateur linéaire qui fait corres-
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pondre a tout vecteur de I’ espace euclidien un vecteur de cet espace. On a:
e(n) = [eij] n [3.14]

Remarque : cette correspondance ne dépendant pas du repéere choisi, la matrice
représentant |e tenseur possede certaines particul arités. Par exemple, la somme des

éléments diagonaux est un invariant, que I’ on appelle la trace, notée Tr.

3.1.3. Tenseur des contraintes

Aupoint X etal’instant t, on considére une direction définie par un vecteur uni-
taire n et un tétragdre infinitésimal dont une face a pour normale unitaire n (exté-
rieure au tétraedre), les trois autres etant normales a X;, X,, X5 (normale inté-

rieure). Pour chaque direction n, lacontrainte T(n) est laforce par unité de sur-
face appliquée alaface correspondantea n au voisinagede X etal’instant t : elle
se décompose en une contrainte normale (selon N) et une contrainte tangentielle

(dansle plan perpendiculairea n). Lacontrainte T(Nn) est le produit par n d’un
tenseur du second ordre appel € tenseur des contraintes :

T11 712 T3
T(n) = [TiJn [TiJ = | T2 T2 T23 [3.15]

131 T32 733

On démontre que ce tenseur est symétrique.

Figure 3.2. Tenseur des contraintes.
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3.1.4. Elasticitélinéaire

Pour les petites déformations, on admet qu'’il existe une relation linéaire entre
déformation et contrainte. Dans le cas d’un solide isotrope, on démontre que la
relation reliant les composantes du tenseur des déformations a celui des contraintes
dépend de deux paramétres indépendants. On écrit :

ou les paramétres A et u sont appel és coefficients de Lamé. On autilisé la nota-
tion du symbole de Kronecker. Il vient :

Trig;] = (3A+2u)Tr[e;] [3.17]
7. ATr[e.]
eij = -2—;1—2—‘”” i [318]

On en déduit les relations inverses reliant |es contraintes aux déformations :

le B ),TF[T”]

€ = 50~ 3nans 2 [3.19]

Nous allons envisager quelques cas typiques, pour lesquels nous choisirons le
repére orthonormeé de fagon a ce que le tenseur des déformations et celui des con-
traintes s écrivent sous une forme commode.

3.1.4.1. Contrainte uniaxiale

La contrainte est imposée selon la direction X, (traction par exemple), elle est

nulle dans les deux autres directions. Le tenseur des contraintes n’agu’ un élément
non nul. Le calcul des déformations a partir de cette contrainte conduit atrois élé-
ments non nuls pour le tenseur des déformations :

700 enp 0 0
[TiJ - |000 [eiJ = |0 ey, 0| avec ey =ey [3.20]

000 0 0 ey
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Compte tenu de [3.19], on obtient :

_ T AT _ Atu _ A
€, = =—— = T €y = —r—mr——T
U 2u 2u(BA+2u)  w(3A+2u) 2 2u(3A+2u)

On définit ainsi deux nouveaux parameétres caractéristiques des matériaux, le
module d' Young E et le coefficient de Poisson v :

e
E=_"L% =_ 2 [3.21]
en €1

Ces paramétres sont directement accessibles a |’ expérience (élasticimétrie). lls
s expriment en fonction des coefficients de Lamé sous la forme suivante :

_ u(3BA+2u) A

= A+ YT 20+ w

[3.22]

On utilise donc souvent E et v au lieu des coefficients de Lamé comme para-

meétres indépendants pour caractériser |’ élasticité des matériaux. 1l suffit pour cela
d’ inverser lesrelations [3.22]. On remarque que :

_3A+2u _ E 2U

v Sa T A

1 1-2v
1%

—2= == [3.23]

Il vient dlors:

E 2 = Ev
2(1+v) (1+v)(1-2v)

‘Lt:

En reportant dans[3.16] et [3.19], on obtient I’ expression desloisde |’ élasticité
au moyen du module d’ Young et du coefficient de Poisson :

_E 1%
= Teylaa e e a2
_1+v 1% '

3.1.4.2. Dilatation uniforme, contrainte isobare

Cette situation peut se définir indifféremment a partir de la dilatation ou de la
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contrainte. |l s agit du cas suivant, ou dilatation et contrainte sont isotropes :

00 00
o) = loeo o] = lo <o 321
0OO0e 001t

Lacontrainte est reliée aladéformation, d apres[3.24], par I’ équation suivante :

_E 1% _ E
t= 1+v(1—2v3e+e) = 12°

On peut donc exprimer la variation relative de volume en fonction de la con-
trainte isobare (on dit aussi hydrostatique) :

oV

T = (1+e)°-1~3e = 32=2V),

E

On voit que, d une fagon générale, le changement relatif de volume dans une
déformation est donné par :

oV _
v = Trig] [3.26]

Pour la contrainte isobare, on définit alors le module de compressibilité K
comme le quotient de la contrainte isobare ala variation relative de volume :

T E

K= = 3i-2n) [3.27]

Ce module étant positif, au mémetitreque E et v, il en résulte la condition :

O<v<1/2 [3.28]

* Exercice : le caoutchouc est un matériau pour lequel on atteint pratiquement
la valeur maximum du coefficient de Poisson, v=1/2 : montrer quesi I’ontiresur
un élastique de papeterie, il ne change pas de volume.

Réponse : I’ élastique s alonge facilement (E pastrés grand) mais sans changer
de volume (contrainte uniaxiale, d’ apres [3.26] et [3.21], §\\/—/ = é(l—Zv) =~ 0).
L e caoutchouc est un matériau pratiquement incompressible. A I’ opposg, le liége
est un matériau particuliérement facile a comprimer, pour lequel v~ 0 et

K~E/3.
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3.1.4.3. Cisaillement

Considérons anouveau la déformation envisagée en [3.12] et e tenseur des con-
traintes qui lui est associé:

OeO 0 2ueo0
[eiJ - |e00 m = |2ue 0 O [3.29]
000 0 0 0

Une telle déformation se fait sans changement de volume, on |’ appelle un
cisaillement. L’ angle droit { X, X4 diminue de 2e sous I’ action de la contrainte

2ue ce qui permet de définir le module de cisaillement G :

_ 2ue _ . E
G=%e T H C=3am

[3.30]

Nous verrons, apropos del’influence de laraideur sur les vibrations transversa-
les des cordes (fig. 3.4), un autre exemple de cisaillement dans lequel les faces ne
restent pas paralléles bien que les angles restent droits : dans cet exemple, le
volume resterainchangé, ce qui est caractéristique du cisaillement.

Pour le caoutchouc, comme v=1/2, il enrésulteque: G=E/3.

3.2. Vibrations des verges, cordes, membranes et plaques

Nousallons appliquer lathéoriedel’ élasticité aplusieurs cas classiques et déter-
miner les modes propres ainsi que les fréquences propres.

3.2.1. Ondesdetorsion danslesvergescylindriques

Définition : on appelle verge un barreau de forme élancée. Contrairement aune
poutre, il peut étre le siege de déplacements importants, en flexion ou en torsion,
tout en restant en chacun de ses points dans la limite des petites déformations.

Nous montrerons que la présence ou non d’ une précontrainte de tension ne
change pas le probleme : le modéle sera donc valable également pour les cordes
monofilament. Nous utiliserons I’ expression corde monofilament pour désigner
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Figure 3.3. Torsion d’une génératrice située a
I’intérieur du matériau a une distance r del’ axe.

une verge extrémement élancée et fortement tendue.
Afin d étudier les ondes de torsion, nous repérons le déplacement par un angle

(X, t) fonctiondel’ abscisse x lelong delacorde et du tempst. Pour un segment
dx, latorsion d’'un angle dg fait tourner une génératrice, située a une distance r
del’axeal’intérieur du matériau, d'un angle a(r) . Un cube élémentaire qui était

situéen M aurepos sedéplaceen M’ et subit donc un cisaillement d’angle o(r)

dans la face du cylindre, sans déformation dans la section du cylindre (mais avec
rotation). Des considérations géomeétriques nous donnent :

roe = o(r)dx o(r, x, t) = raa—xgo(x,t)

A ce cisaillement est associ ée une contrainte tangentielle dans le plan de section,
T(r, X t) = Ga(r, x,t) , ou G désigne le module de cisaillement. En chaque
point delasection droite, le moment par unité de surface correspondant a cette con-
trainte autour de I’axe du cylindre est rz(r, x,t) = rGa(r, x, t) . Le moment

total de torsion exerceé sur la section droite (diamétre d) a donc pour expression :

M (x 1) = JS'G%go(x,t)rzdS: Gl%go(x,t) | = £r2ds [3.31]

Définition : | s appelle le moment d’ une section droite par rapport & I’axe du

cylindre.
Pour une forme cylindrique, ce moment vau :

7rd4
| = = [3.32]
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Lemoment M (x,t) représentel’ action de la partie droite (abscisses croissan-
tes) sur la partie gauche. Un élément de cylindre de longueur dx est soumis a
I"action de la partie droite en x + dx et alaréaction de la partie gauche en x, soit :

2
M (x,t) = M(x+dx,t)—M (xt) = Glizqo(x,t)dx
X

On remarquera que la composante de la contrainte de cisaillement le long de la
génératrice du cylindre n’intervient pas et que la présence éventuelle d’ une précon-
trainte de tension le long de cet axe ne change rien. Le moment d’inertie de notre
élément de cylindre a pour expression :

Jodx = (_[przdS)dx = pldx
S

L’ équation de la dynamique s écrit alors :
9° 9°
(pldx)—2<p(x, t) = M (x, t) = GI—Z(p(x, t)dx
ot X

L es mouvements sont donc régis par |’ éguation des ondes de torsion :

2

2
0@ _ 200 |G
= cc2¥ c = [=2 [3.33]
ot? ?9x? ¢ P

Rappelons que e modul e de cisaillement est inférieur au module d’ Young (voir
[3.30]) : il en résulte que les ondes de torsion se propagent a une vitesse inférieure
aux ondes de compression.

On peut également générer des ondes de cisaillement dans les cordes par appli-
cation d’' une contrainte de cisaillement normale al’ axe. La vitesse de propagation
(on dit aussi lacélérité) des ondes est alors laméme qu’ en torsion.

3.2.2. Modes propreslongitudinaux et de torsion dans les verges cylindriques

Considérons une verge cylindrique dans laquelle sont présentes des ondes lon-
gitudinaes y(x, t) régiespar [3.8], decélérité ¢, et desondesdetorsion ¢(Xx, t)
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régies par [3.33], de célérité Cp- L es ondes planes progressives

y(x, t)
o(X, 1)

Aexp(Ejkx)exp(—j o t)
[3.34]

Bexp(xjkx)exp(—j w(pt)

sont solution des égquations différentielles[3.8] et [3.33] acondition quelesrela-
tions de dispersions suivantes soient vérifiées

o = ¢k w, = C,k [3.35]

Pour réaliser en x = 0 lanullité du déplacement longitudinal et delatorsion, il

faut superposer pour chague type de mouvement deux ondes progressives se pro-
pageant en sensinverse et réaliser ainsi une onde stationnaire :

y(x,t) = Csinkx exp(—jo;t) o(x, t) = Dsinkx exp(—ja)(Pt) [3.36]

Pour réaliser en x = L lanullité du déplacement longitudinal et de latorsion,
il faut choisir k tel que sinkL = 0. Lenombred onde k ne peut donc prendre que
des valeurs discretes indicées par un nombre entier n

k. = n’f n=123,. [3.37]

Pour chaque valeur de n, un mouvement représenté par [3.36] avec [3.35] et

[3.37] est un mode propre. Pour les modes longitudinaux et de torsion ci-dessus,
les pul sations propres sont respectivement donnees par :

c nc
o = nT' ©, = N [3.38]

Pour la verge cylindrique, il existe d’ autres types de modes propres, associés a
d’ autres équations des ondes : nous traiterons ci-apres, en particulier, le cas des
ondes transversales.

* Exercice: calculer la célérité des ondes longitudinales et de torsion pour une
corde filée.

Réponse : ces cordes non monofilament, que |’ on utilise beaucoup danslesins-

truments de musique, de diametre extérieur d, sont constituées d’ une ame, ¢’ est-

a-dire d’un monofilament de diametre d_, réalisé souvent en acier. Autour de
I’ @me, on bobine a spires jointives un fil de laiton ou de cuivre que I’ on appelle le
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trait. L’ élaticité est essentiellement celle de I’ame (module d' Young E,, module
detorsion G, ), lamasse étant apportée principalement par le filage (masse volu-

mique p; ) et un peu par I’ ame (masse volumique p, ). Lesondeslongitudinales se
trouvent modifiées de lafacon suivante :

R )

Pour les ondes de torsion, il vient :

d/2
| = ﬂdg J =2 ) 3d dg _ Gala da Ga
a— @ L — ”d-[/zpfr r~7rpf3_2 C(p - ‘]L ~(d_e) P_f

3.2.3. Vibrationstransversales : cordes monofilament, verges précontraintes

3.2.3.1. Influencedelaraideur sur les vibrations transversales

Nous restons dans le cadre de la théorie de I’ élasticité (petites déformations,
frottements internes négligés). Nous nous restreignons au cas ou la contrainte est
de module constant le long du systéme et ne varie pas dans le temps : cette hypo-
thése est fortement restrictive car elle impose de ne considérer que de trés faibles
déplacements transversaux. Nous verrons en effet, ci-apres, que les déplacements
d amplitude finie entrainent une variation de latension T qui conduit & une non-
linéarité. Nous supposerons|es angles petits et nous assimileronsle sinusal’ angle
exprimé en radians et le cosinus a 1.

Nous supposerons de plus, lors de la déformation gu’ entraine laflexion, que les
sections droites initialement perpendiculaires al’ axe restent planes et perpendicu-
laires a une fibre moyenne : lafibre neutre (hypothéses d’ Euler-Bernoulli).

Soient x |’ abscisse le long de la corde au repos, y(Xx, t) le déplacement trans-
versal et z lacoordonnée transversale al’ intérieur de la corde comptée par rapport

alafibre neutre (lelong de Oy, donc sensiblement le long de I’ axe Oy).
Les hypotheses d' Euler-Bernoulli impliquent que lalongueur d’ une fibre a une

distance O’z = z delafibreneutre (voir figure) varie proportionnellementa R -z,
R rayon de courbure de lafibre neutre. La déformation de lafibre de cote z (allon-
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J
a_Xy(X + an t)

Figure 3.4. Mibrations transversales (corde ou verge précontrainte).

gement ou rétrécissement) est donc donnée par :

e(z) = R=289-Rép _ 2z _ 0y [3.39]

Z_
RS(p R aXZ

La contrainte uniaxiale responsable de cette déformation s’ écrit
7(z) = Ee(z) , laforce correspondante pour une section élémentaire a pour

expression &f = 7(z)dS, son moment par rapport au point z = 0 vaut

OM = —z1(z)dS (orientation dansle senstrigonométrique). Le moment total qui
s exerce sur laface et lafait tourner, appelé moment fléchissant, est donné par :

2 2

M = [E2¥2ds = B12Y  avec | = [ZdS [3.40]
s dX o0X S

Définition : I'intégrale | s appelle moment d’ une section droite par rapport ala

droite z = O de cette section droite.
Pour une corde cylindrique, €lle vaut lamoitié du moment par rapport al’ axe :

= [3.41]

| = oL [3.42]
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Le moment M (x,t) représente |’action du moment fléchissant exercé par la
partie droite (abscisses croissantes) sur lapartie gauche. Un élément dx est soumis

al’action du moment fléchissant en x + dx et alaréaction en x. De plus, les sec-
tions droites ne restant pas paralléles, il existe une déformation de cisaillement a
laquelle est associée I’ action d' un effort tranchant élastique f (x +dx, t) dansle

plan de section x + dx, (compté algébriquement le long de Oy), ainsi que laréac-
tion —f (X, t) enx, doncun couple f (X, t)dx autour du centre d’inertie. Enfin,

laforcetangentielle T, contribue selon Oy aun effort tranchant de précontrainte :

_+ 0
fp(Xa t) - Toﬁy(xa t)

Lecouplerésultant del’ action et delaréaction de précontrai nte autour du centre
d'inertie est d’ ordre supérieur. L’ élément dx est animeé principal ement d’ un mou-
vement de trand ation, accompagné d’ un faible mouvement de rotation. Il N’y ani
moment extérieur ni force extérieure appliquée. En négligeant I’ effet inertiel de
rotation (approximation bien vérifiée pour les cordes et les verges dont les formes
sont élancées), I’ équilibre des moments autour du centre de gravité donne :

fo(x, )dXx+M (x+dx, t)-M(x,t) = 0

d 9°
fo(Xt) = =M (X 1) = —EI—3y(x,t) [3.43]

X X

L’ effort tranchant total selon Oy, action exercée par la partie droite (abscisses
croissantes) sur la partie gauche, s écrit :

3
f(xt) = fp(x, t)y+ f(xt) = To%y(x,t)—Elaa—sy(x, t) [3.44]
X

L a dynamique associée au mouvement de tranglation de I’ éément dx résulte de
I"action f(x+dx,t) del effort tranchant total adroite et delaréaction —f(x, t)
agauche, soit :

f 2

0
of(x, t) = de = (pl_dx)aa?y(x,t) [3.45]
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On obtient ainsi I’ équation de propagation des ondes de flexion :

82 82 84

y _ y y

022 =121 _FIZL [3.46]
Lat2 08x2 ax4

Cherchonslessolutionsdutype y = y, expj(£ kx— wt) . Unetellefonction est
solution a condition que w et k vérifient larelation :

p o’ = T K +EIK* [3.47]

Définition : on appelle relation de dispersion la relation que o et k doivent
vérifier pour que I’onde progressive y = y expj(+ kx— wt) soit solution de
I’ équation des ondes du systéme mécanique.

Dans notre systéme, larelation de dispersion est une équation du second degré
en k° (bicarrée) : a chaque valeur de @ correspondent quatre valeurs de k, deux
valeursréellesde signe oppose £k, deux valeursimaginaires pures de signe opposé

*jq. Il enrésulte gu’ une onde stationnaire est formeée de la superposition de quatre
ondes progressives, ce que |’ on peut écrire sous la forme suivante :

y(Xx,t) = (Asinkx + Bcoskx + Csinhgx + D coshgx)exp(—j mt) [3.48]

avec desvaleursde k et q correspondant alamémevaleur de w. On alesrela
tions ci-dessous :

T 1/2 T
2 _ 1o 4EIPL 2\ < 2 2 _lo
k _2EI[(1+ TOTOw) 1} a-k=g
2 _ LK“@P_LQ;)“Z 1} 20 _ PO .
“EEITTT, Ka =5

Les valeurs possibles pour k et g seront fixées par les conditions aux limites,
gui détermineront ainsi les modes propres. La solution la plus générale sera du
type:

y(X,t) = ZYn(X)Sin(wnt_(pn)
n [3.50]
Y, (X) = A,sink x+ B, cosk x + C_sinhq,x + D, ,coshq,x
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Laissant de c6té le cas général, nous allons étudier plus précisément deux cas
limites : celui ou le terme de tension prédomine dans la relation de dispersion
[3.47] (corde monofilament) et celui ou le terme de raideur est le plus important

(verge précontrainte). Cela dépend de la valeur du nombre d’ onde k par rapport a
K, , nombre d’ onde caractéristique de la raideur :

TO
K = g [3.51]

Si k» K, , lacorde est tres raide pour I’ onde considérée. Si k « k, , la corde est

souple au contraire. En I’ absence de raideur, k, — o, on retrouve I’ équation des
ondes habituelle avec une vitesse de propagation

¢, = JTo/PL [3.52]

Ce modéle simple n’existe pas dans la réalité mais on s en approche plus ou
moins avec les cordes musicales, que |’ on souhaite en général aussi souples que
possible. Dans la littérature, I’ expression “corde vibrante” sans autre précision
désigne ce modél e de vibrations transversales sans raideur et sans amortissement.

3.2.3.2. Vibrations transversales des cordes monofilament

Nous considérons le cas k « k, . Nous traitons |le terme de raideur comme une
petite correction dans larelation de dispersion [3.47] :

prz = Tokz(l + _ngz)

(o]

T T 2
o= |2 [1+EW@ = 2ok 1+ K [3.53]
PL To PL Kr2

Définition : on appelle vitesse de phase la célérité w/k d une onde sinusoidale
de pulsation .

Larelation de dispersion [3.53] montre gque la vitesse de phase augmente avec
k, donc avec la fréguence.

Définition : on dit qu’il y a propagation avec dispersion quand la vitesse de
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4 w |

N Précurseur
en expansion

Force transversale

5tns

Temps
Figure 3.5. Onde transversale avec précurseur (corde de clavecin).

phase dépend de |a fréguence.
Un paguet d’ ondes vérifiant [3.53] se propage avec déformation, les hautes fré-
guences qu’il contient partent en avant ou elles constituent un précurseur.

On démontre qu’ un paguet d’ ondes centré autour d’une pulsation @, voyage a
dw

une vitesse ——

Ik , que I’ on appelle vitesse de groupe : I’ énergie est propagée

0= 0,
par I’onde a la vitesse de groupe. Dans le cas de [3.53], pour un paquet d’ ondes
riche en basses fréquences, la vitesse de groupeest ¢ et ona:

vitesse T vitesse T
de L F(l + E—kz) >C de do = F = ¢ [3.%4]
K \pL 2T, dk|, _, PL

phase groupe

La corde étant de dimension finie, les ondes planes progressives qui constituent
ce paguet d’ ondes arrivent a une extrémité et se réfléchissent. Les conditions aux
limites imposées a chaque extrémité peuvent étre fort compliguées dansles instru-
ments de musique (chevalet en mouvement). Elles concernent la position, le
moment fléchissant, I’ effort tranchant, la vitesse. Nous n’ envisageons dans ce cha-
pitre que quelques cas d’ école simples.

* Extrémité en appui simple

En x = 0, le déplacement est nul et aucun moment fléchissant n’ est appliqué
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(maisil y aune pente et un effort tranchant) :

2
Vi, y(0,t)=0 M (0,t)=0 soit izy(x,t)
oX

=0 [3.55]
x=0

* Extrémité encastrée
En x = 0, le déplacement est nul et la pente également (maisil y aun moment
fléchissant et un effort tranchant) :

Vi, y(0,t)=0 %y(x, t) 0 [3.56]

Xx=0

 Extrémité libre
En x = 0, lemoment fléchissant et I’ effort tranchant sont tous deux nuls (mais
il y aun déplacement et une pente) :

3
=0 Ly
_ X
x=0

_ 2
Vt, M =0 soit izy(x,t)

=0 [35
f(0,t)=0 Ix [3.57]

x=0

Pour la corde, I"extrémite libre, qui impose T, = 0, n’est pas compatible avec
I” hypothese faite plus haut. L’ encastrement conduit a des calculs pénibles. Nous ne

traiterons ci-dessous que le cas de | appui simple aux deux extrémités.
L’ appui simple en x = 0 conduit a Y,(x) = C,sink x+ D_,sinhk x et

I"appui simpleen x = L nousdonne:

Y (x) = C,sink,x avec k,=nz/L n=1 23 .. [3.58]

Onremarqueque, pour n> 2, il yan—1 pointsnodaux ou lacorde resteimmo-
bile. Le mouvement le plus général est une superposition de ces modes propres :

k. = nr/L

y(x, 1) = Y sink x(A,cosm,t+B,sinat)  avec " [3.59]
no1 w, = 2nf

2
A7°E] T
fnznfof\/1+Tp"(nfo)2 avec f = = - [3.60]

(o]
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L es fréquences propres f,, ne sont plus harmoniques, on parle de partiels par
opposition aux harmoniques. Il est d’ usage d’ écrire

3 44
fo=nf 1+ Bn’ avec B = 67;de2 [3.61]

(0]

L’ inharmonicité de la corde dépend de B, qui augmente rapidement avec le dia-

metre. L’ inharmonicité augmente rapidement, aussi, avec le numéro du partiel. 1l
est logique que la raideur, qui est une force de rappel, augmente la fréquence.
Quand le numéro du partiel augmente, le nombre d’ arches selon lequel il faut plier
la corde entre les points nodaux augmente, on comprend que la raideur augmente
également.

3.2.3.3. Inharmonicité et psychoacoustique, remarques sur e piano

Dans les instruments a cordes, la valeur de B doit étre d’ autant plus faible que

la corde considérée est utilisée avec des numeéros de partiels plus élevés : dans le
cas contraire, la présence de battements agressifs empécherait I’ instrument de bien
sonner. Par ailleurs, on constate sur I’ ensemble des instruments qu’ une impression
d’homogeénéité du timbre est liée ala présence d’ un contenu spectral homogéne en
fréguence. Par exemple, la famille des saxophones, qui donne une impression
d’ homogénéité de timbre entre les différents instruments, posséde une étendue
spectrale constante pour tous les instruments et toutes les tessitures. |l en résulte
gue I’ exigence d’homogénéité nécessite la présence de partiels de numeéros
d’ autant plus élevés que le fondamental est bas.

Une solution consiste & utiliser des cordes monofilament longues, fines et d’ un
métal dense (laiton) pour le grave: c'est le choix qui est fait dans le clavecin.

L’ énergie potentielle stockée dans la corde est T 8L, produit de I’ allongement

maximum 3L par latension T,. Lacorde étant fine, latension de rupture est rela-

tivement basse : le son du clavecin est donc trésriche en partiels (15 kHz) maisle
volume sonore reste rel ativement faible.

Passant du clavecin au piano, on passe de 5 octaves a 7 mais les longueurs de
cordes restent comparables (on n’ augmente pas I’ encombrement). Par ailleurs, on
souhaite un volume sonore aussi grand que possible. Pour étendre latessiture dans

les graves, une valeur €levée de p, est nécessaire. L’ utilisation de cordes monofi-

lament conduirait a un diamétre élevé, donc une trop grande inharmonicité. On est
conduit a remplacer dans le grave les cordes monofilament par des cordes filées:

lefilage en laiton permet | obtention d’ une valeur €levéede p, . L’ utilisation d’ une
ame en acier, de diamétre supérieur aux cordes de clavecin, permet d’ augmenter
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T, donc le volume sonore. Le nombre d’ onde caractéristique de laraideur x, étant

beaucoup plus bas, I’ é&tendue spectrale se trouve réduite (5 kHz, voir [3.158]).
Cette solution ne convient pasdans|’ aigu ou |’ obtention d’ une fréquence élevée

nécessite une valeur €levée de T, mais petite de p, : on utilise donc des cordes

monofilament en acier, d une longueur plus courte, fortement tendues. On leur
donne sensiblement |le méme diametre que celui del’ ame dansle grave et laméme

tension, donc la méme valeur de x,, ce qui assure une méme étendue spectrale

(voir [3.158]). Il en résulte une valeur élevée de B mais celle-ci n’ affecte pas trop

la qualité du son car e nombre de partiels utilisés est trés bas (critére d’ homogé-
néité du timbre). La tension des cordes varie peu sur toute |’ étendue de I’ instru-
ment, ce qui semble conduire a un équilibre favorable a la stabilité mécanique.

Reste un probléme d’ énergie car, si T, a une valeur suffisante, il n"en est pas de

méme de oL pour la simple raison que lalongueur L des cordes est courte dans

I”aigu. Pour augmenter le niveau sonore, on est conduit a utiliser trois cordes par
note (principe déja en usage dans | e clavecin quand on accouple des jeux).

Lamiseen oauvre, dansl’aigu, d’ une valeur relativement élevée de B aune con-
séquence sur |” accord du piano. En effet, lerapport f,/ f, desfréguences des deux

premiers partiels d’une note est supérieur a2 ( f,/f,=2(1+3B/2)), ce qui

oblige aaccorder sacorrespondante al’ octave plus haut que 2 foislafréquence. On
est donc conduit aréaliser un accord dilatant les octaves dans |’ aigu, d’ autant plus

fortement que le facteur d’ inharmonicité B est élevé (voir Lattard). Cette situation,

qui résulte deslois de lamécanique, est par ailleurs compatible avec une autre exi-
gence, celle-ci de nature psychoacoustique : |’ oreille juge trop petit pour une
octave musicale I’ intervalle mélodique ou on double la fréquence dans I’ aigu,
guand |’ expérience est faite avec des sons a timbre pauvre. Le timbre du piano est
relativement pauvre, beaucoup moins riche que le timbre du clavecin. Danslapra-
tique, les octaves de I’ extréme aigu du piano, qui utilisent des cordes fort raides,
sont tres sensiblement dilatées : ceci pose, naturellement, quelques délicats proble-
mes de justesse si I'instrument se marie avec d’ autres instruments de I’ orchestre a
timbre riche pour lesquels larégle du doublement de fréguence est appliquée (cla-
rinette, hautbois etc.). Dans |’ extréme grave du piano, on pratique également une
certaine dilatation des octaves pour raison psychoacoustique, mais cette dilatation
est moins nette et moins systématique que dans|’ extréme aigu.

L’ existence d’ une tension totale extrémement élevée impose, pour le piano, la
présence d’ un cadre extrémement rigide. On le réalise en fonte, on est obligé d'y
prévoir des renforts. Il en résulte que différentes zones de cordages sont présentes
(probleme accentué par la disposition dite en cordes croisees). Cette discontinuité,
associée de plus au changement de type de cordes et au changement de nombre de
cordes, toutes ces causes rendent délicates|’ obtention d’ une variation trés progres-

sivede B d’un bout al’ autre de latessiture. Laréussite d’' une telle progression de

B sur toute I’ é&endue du clavier, sans aucune discontinuité, constitue le critere le
plus facilement mesurable de la qualité d’un piano : seuls les pianos de concert
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satisfont ce critére. Sur les pianos d’ étude, des discontinuités existent, sont repéra-
blesal’ oreille et mesurables sur B.

3.2.3.4. \Mibrations des cordes musicales: cas général, linéarisation

Nous envisageons sur la corde alafois des mouvements transversaux non plans
(approximation des petits angles) et des mouvements longitudinaux. On réfere

I’ espace aun triédre orthonormé (Oxyz) , |’axe Ox étant pris selon laposition de
la corde au repos. Nous assimilons la corde al’instant t & une ligne géométrique
S(x,t) . Chague point X dans la configuration de référence (au repos, représenta-
tion de Lagrange) subit un déplacement tridimensionnel r(x,t) :

V(X,t)
{X} > {s(x,t) = x+r(x¢t)} roxt = lyxt) [3.62]
Z(X,1)
Pour un point proche de X on a:
{X+dX} > {X+dx+r(x+dx;t)} [3.63]
dx ar (1+VvH)dx
dX=|0o|—4qds=dx +W(x,t)dx = y'dx [3.64]
0 Zdx

en notant prime la dérivée partielle par rapport a x.

Notre corde musical e est supposée parfaitement flexible quant aux mouvements
transversaux, mais d élasticité finie quant aux mouvements longitudinaux. On
S approche de cette situation pour des cordes monofilament tres fines ou des cordes

filées. Laseuleforce derappel est duealatension T, tangente alacorde en chague
point.
A chague instant et a chagque endroit, latension T est supérieure alatension au

repos T, acause de I’ existence d’ un allongement local e :

T=T,+Ee avec e= |dst_;dx [3.65]
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Figure 3.6. Mouvement tridimensionnel d’ une corde.

ou E est lemodule élastique delacorde (E = ES pour un monofilament).

L e vecteur unitaire tangentiel a pour expression : ds/|ds|. Considérons un élé-
ment infinitésimal de la corde. Il est soumisal’ action delatensionen x + dx et a
laréaction en x. On en déduit I’ éguation vectorielle du mouvement :

2
dr _ d(-0ds)_ o |dg —dx\ ds
Pz = a_x(TIdsl) ) W[(TO’L E =0 )Idsd [3.68]

Calculons les termes géométriques. 1l vient :

ds = (1+2v +v2+y2+ 29" Zax= 1+ v + (1/2)(y2 + 29)]dx

1 : 2 2.1
mz[l—v—(l/Z)(y' +Z )]&

ds 1-(1/2)(y? +2°%)
ag ~ |YI1-V —(1/2)(y° +2%)] [3.67]
21—V —(1/2)(y? + 29)]
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On en déduit lavaleur de la déformation et latension qui lui est associée :

e = Vv +(1/2)(y?+ 2%

>, [3.68]
T = T,+E[V +(1/2)(y* +27)]

En tenant compte de [3.67] et [3.68], |” équation du mouvement [3.66] S écrit :

2 2
1-(1/2)(y " +27)
d 2 2, 2+z‘2
| C (e || MRV T I L
21V —(1/2)(y? + 2%)]

=
aec ¢ = p—o c = /pE [3.70]
L L

On obtient un systeme de trois équations non linéaires couplées, qui seratraité
au chapitre 5. Nous allons ci-aprés linéariser ces équations. Supposons les angles
suffisamment petits pour que lestermes non linéaires soient négligeables. Il vient :

V-chv = j—cy' = 0 i-cl7' = [3.71]

Dans I’ approximation linéaire, tout mouvement de la corde peut étre considéré
comme une superposition de trois mouvements découplés : un mouvement longi-
tudinal et deux mouvements transverses, regis par des équations des ondes décou-
plées. On démontre qu’il en est de méme pour la torsion (voir A. Watzky, these,
L.A.M.). On peut donc restreindre le probleme en envisageant chague type d’ onde
séparément, ce que nous avons fait ci-dessus.

3.2.3.5. Mibrations transversales des verges précontraintes

Nous considérons le cas k » k, . Le terme de raideur est prépondérant dans la

relation de dispersion [3.47], nous traitons la précontrainte comme une petite per-
turbation. Il vient :
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Larelation de dispersion prend laforme suivante :

El 2 Ty 1

L a vitesse de phase augmente comme la racine carrée de lafréquence :

o_ [Elf;,ToL) (BN
= ka(1+2E| k2J~(pL) Jo [3.73]

L emilieu est fortement dispersif. Pour des verges précontraintes | es fréquences
propres sont augmentées en présence de tension (T, > 0) mais diminuées en pre-

sence de compression (T, < 0). Notons que la précontrainte de compression est

une cause d'instabilité : au-dela d’un certain seuil se produit un flambage de la
verge, le sensdeladéformation étant indéterminé. Il s agit d’ un comportement non
linéaire (bifurcation supercritique, voir chapitre 5). Par ailleurs, notons que, dans

lescordes, les partiels detrés hautesfréquences vérifient k » k, et relevent toujours

du régime de forte raideur : leurs fréguences propres sont données par [3.72] avec
k = m(z/L) , m» 1. Cependant, de tels partiels ne sont pas excités par pince-

ment a cause de I’influence de laraideur dans les conditions initiales. On ne peut
les exciter que par le choc d’ un objet dur et trés petit (ondes de cisaillement).

* Nous nous limitons ci-dessous au cas ou la précontrainte est nulle
Pour des verges non précontraintes, [3.51] conduitak = ¢ : lesmodes propres
donnés par [3.50] ont des parties spatial es sont formeées de quatre fonctions de kx :

Y(x) = Asinkx + Bcoskx + Csinhkx + D coshkx [3.74]

Y'(X) = k(Acoskx—Bsinkx + Ccoshkx + D sinhkx)
Y"(x) = k*(—Asinkx—Bcoskx + Csinhkx + D coshkx) [3.75]
Y"(X) = k3(—Acoskx + Bsinkx + Ccoshkx + D sinhkx)

L es coefficients sont déterminés a un facteur multiplicatif pres, ainsi que les
valeurs possibles de k, par quatre conditions aux limites concernant le déplace-

ment, ou la pente, ou le moment fléchissant, ou I’ effort tranchant a chague extré-
mité. Les dérivées successives vont nous permettre d’ examiner les situations que
I”on rencontre le plus couramment dans les instruments de musique.
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* Verge encastrée-libre
En x = 0 onaencastrement, en X = L lavergeest libre:

2 3
_ aJy _ Jy _ Jy _
{(y|X: 0 - O)a (ﬁ - OJ} (—2 - O}, (—3 = O)
x=0 X" | - X" |, -

Ce cas se rencontre fréqguemment (anches d’ harmonica, de jeux d orgue a
anches etc.).
En tenant compte de [3.74] et [3.75] il vient :

A(-sinkL — sinhkL) + D(— coskL — coshkL) = 0
A(— coskL — coshkL) + D(sinkL —sinhkL) = 0

Le nombre d’ onde k est donné par :
(sinkL + sinhkL)(sinkL — sinhkL) + (coskL + coshkL)2 =0

coskL coshkL = -1 [3.76]

valeur de kL/2 en unités de n*pi/4

Figure 3.7. Détermination graphigue des fréquences propres
des verges encastrées-libres ou libres-libres.
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Laforme équivalente suivante est plus propice a une résolution numérique :

1 + coskL _ coshkL —1
1 — coskL coshkL + 1

KL KL
—_ = 4 h— /
cot tan [3 / |

On obtient graphiquement (voir figure 3.7) les valeurs du nombre d’ onde :

I\r T
~ —_—— | — > ~ —_
K, (n 2) pour n>2 , k, = 0,597 [3.78]

Pour des verges de section rectangulaire et d' épaisseur h, les fréquences pro-
pres sont données par :

h
f o~ n—— ——[ our n>2 | et 0,597 Zi—[ 3.79

» Verge libre-libre
Laverge est libre aux deux extrémitésx = O et x = L :

83 82 83

- y y — y —

= )’ (_3 (_2 = O} (_3 = OJ
Xx=0 X X X=L X Xx=L

Un raisonnement anal ogue conduit a:
coskLcoshkL = 1 [3.80]

soit

1 — coskL _ coshkL —1
1+ coskL coshkL + 1

Laforme suivante se préte bien a une résolution numérique (figure 3.7) :

KL KL
— =+ o=
tan > tanh > [3.81]
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Le modéle concerne, par exemple, le vibraphone. On obtient :

I\x 1 2 T h IE
~ + = |= ~ + 2| — = >
kn = (II ) fn (n ) /\/_ > pour nz 1 [382]

» \Verge en appuis simples aux deux extrémités

2
= 0) ¥Y],~ = O (a—yz
0 X

2
0o |9Y

-

L e cas est peu courant, exception faite des cordes pour les fréquences tres éle-
vées. C'est le seul cas qui permette une résolution analytique smple :

X = X =

2
k. =nZ o = n?Z [El f =nZ Bl (383

"L " L2\ PL § oL2N PL

Lasolution vibratoire laplus générale est une superposition des modes propres :

y(x, 1) = Y sink x(A,cosm,t + B, sina,t) [3.84]

n=1

3.2.4. Vibrations transversales des membranes

Considérons maintenant une membrane initialement au repos dans un plan
(O, X4, X5), notons y(X, t) le déplacement transversal du point X. Une mem-

brane est |’ analogue a deux dimensions de la corde parfaitement souple : laforce
de rappel éastique provient delatension T, par unité de longueur, on note pg la

masse par unité de surface. On remarquera d’ ailleurs, tres généralement, que
pV = p L = psS,donc pg = pL et p, = pS, cequi permet d évaluer lamasse
par unité de surface ou de longueur connaissant la masse par unité de volume et la
longueur ou la section. Un élément dx,dx,, déplace de y(X,, X, t) par rapport a

sa position d' équilibre (configuration de référence), est soumis a une force T dx,

tangentielle sur les deux cotes parallelesa x; et auneforce T dx, tangentielle sur



Vibrations des systémes mécaniques simples 115

X1

Figure 3.8. Mibrations d’ une membrane.

les deux cotes parallelesa X, .
Ces forces se combinent deux a deux pour donner la résultante suivante selon
I"axe Oy :
0 : 82 82
of = (T,_dxz)—gdx1 + (Tl_dxl)—);dx2 = (psdxldxz)—g
ox] X, ot

L’ équation de la dynamique s écrit donc :

2 2 2 -
8_;/ = C{a_;;g_;;) = °Vy avec C = F [3.85]
ot IX] 9%, Ps

On obtient I’ équation des ondes a deux dimensions, qui fait intervenir |’ opéra-
teur Laplacien:

2 2 2
(iz _ czsz =0 aec V2= 2+ 9 [3.86]
ot 0X] 0X5
Cherchons s'il existe une solution a variables séparées du type :
Y(Xq, Xo,8) = AY;(Xq) Yo (X,)eXp(—j wt)

Nous aboutissons a la condition suivante :

2
dy

2 1dY,
Y, 1.2
2 dx,

o
_<|\)

Ly

ool

1
Yl

o
X
PN
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L e second membre ne dépend que delavariable x, alorsquele premier membre
ne dépend que de la variable x, . Chague membre est donc constant. On obtient :

2

1dY, . ,

o —5 = Ccte Y, = exp(£jkyX,) Y, = exp(£jkyXq)
Y2 dxg

L es solutions sont des ondes planes transversales
Y(Xg, Xp,t) = Aexp(xjkyx,)exp(Ejk, X, )exp(—j ot) [3.87]

qui se propagent sans dispersion selon les vecteurs d’onde k de composantes
{tk,tk} , avec:

o = ckl = ¢, /K +K5 [3.88]

3.2.4.1. Modes propres d’ une membrane rectangulaire

Prenons les axes selon deux cotés de lamembrane, les deux autres étant respec-
tivement sur les droites x; = L; et X, = L,. Les conditions aux limites sont

Y(Xq, Xy, t) | o 0. Lanullité du déplacement impose de combiner des ondes
pourtour

progressives de maniere aformer une onde stationnaire du type:

ol o et |k| satisfont [3.88]. Lanullité du déplacement sur les deux autres cotés
fixe les valeurs possibles des deux nombres d’ onde, donc de la pulsation :

T T

L es modes propres sont donnés par :

Y(Xg, Xp.t) = Cpy  SNKy Xy SNKy, X €XP(=] @y o, 1) [3.91]
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On remarque que les fréquences propres ne sont pas harmoniques. On constate
gue, dans le mouvement d’ ensemble en phase (ou en opposition de phase) de la
membrane, certaines lignes restent immobiles: on les appelle lignes nodales. Ce

sont les droites x; = L;/n; pour n; =2 et X, = L,/Nn, pour n,>2. D'autres
lignes nodal es existent quand la présence d’ une symétrie fait apparaitre une dégé-

nérescence, voir ci-dessous membrane circulaire.
La solution générale est une combinaison linéaire des modes propres :

Y(Xg, %o 1) = 3 sinky, Xy Sinky Xo(A, o COS@, o t+ B, o sinay, | 1) [3.92]
N2

3.2.4.2. Modes propres d une membrane circulaire

L’ origine étant au centre de la membrane, nous repérons un point du plan de la
membrane au repos par sa distance r au centre et son azimut ¢. En coordonnées
cylindriques, le Laplacien adeux dimensions s écrit :

2 2
szi+1i+li [3.93]
gr2 ror 2 ¢2
Nous cherchons s'il existe une solution a variables séparées du type:
dZY dy 2Y 2
2 r 1 r 1 o _ (0]
Viy = AY@(F Trar J+AYfr_2 de? AYqu)Cz
2(d'Y dy 2,2 dy
S el A L [3.94]
A\ dr rdr c Yq, 0

v —" = cte Y, = expjme

Remarquons maintenant qu’il est nécessaire, pour que cette écriture ait un sens
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physique, que Y o Feprenne laméme valeur quand ¢ prend desvaleursmodulo 27.

Ceci impose que m soit entier ou nul. En tenant compte de I’ expression de Y o+ 0N
obtient I’ éguation qui régit lapartie radiale :

2
dy. dy 2
P T+ | L2 omPly, = 0 m=0123,.. [3.95]
a2 ar c? r

Cette équation différentielle est classique : les solutions sont des fonctions de
Bessel de premiere espece, quel’on note J(kr) , avec larelation w = ck.

On adonc des solutions du type :

y(r, o, t) = CJ_(kr) expjmg exp(-jwt) [3.96]

L es fonctions de Neumann N, (kr) sont aussi solutions mais, leur amplitude

étant infinie al’ origine, elles ne conviennent pas au présent probleme. Les consi-

dérations précédentes ne font pas intervenir les conditions aux limites, le résultat

ci-dessus est donc général au méme titre que I’ existence des ondes planes [3.87].
Appliquons maintenant [3.96] au cas d’ une membranecirculaire. Les conditions

aux limites a introduire sont y(r, go,t)|r cds2 " 0, d étant le diametre de la
membrane, supposée immobile sur son pourtour. Soient i . les zéros de la fonc-
tion de Bessel J,,, on obtient lacondition suivante qui fixe les valeurs possibles de
k, d’oul’on déduit cellesde w :

2i 2Ci
om = O = —5 [3.97]

L es fréquences propres ne sont pas harmonigues. Les modes propres sont de la
forme suivante (voir figure 3.8) :

y(r, o, t) = J (K pnr)cosme (A, ,Cos®,t + B, ,Sinw, 1)
3.98
y(r, o, t) = J(Kyyf)sinme (C,.coso,t + D, ,Sinw,,t) [ ]

Des lignes nodales radial es existent pour n > 2, ce sont des cercles de diametre
d/n. Des lignes nodales azimutales existent pour m> 1, elles sont situées en
@ = tpn/(2m) avec p entieret 0< p<2m.

On remarque gue les combinaisons linéaires des deux formes [3.98] génerent
d’ autres modes propres de méme fréguence mais de lignes nodales différentes : on
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Figure 3.9. Modes propres [m,n], d’une membrane circulaire,
successivement : [0,1],[0,2],[0,3],[1,1],[1.2],[1,3],[2,1] et [3,4]. Fréquence
relative par rapport au fondamental : =1, =2,30, =3,60, =1,59, =2,92, =4,23,
=2,14, =6,75 respectivement.
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dit qu'il y adégénérescence. Celle-ci est produite par la symétrie de la structure.
L’ introduction d un défaut de symétrie a pour conséquence la levée de |la
dégénérescence : il existe alors deux fréquences proches mais non égales, ce qui se
traduit par des phénomeénes de battements. Le principe de la rupture de symétrie
axiale avec levée de dégénérescence est général et se rencontre dans d’ autres
structures : il est par exemple utilisé dans le bol tibétain, dont la sonorité “magi-
gue” utilise de tels battements soigneusement réglés. Une situation analogue de
dégénérescence apparait dans les membranes rectangulaires quand |e rapport

L,/L, estunnombre rationnel (ou entier).
La solution générale est une superposition des modes propres indépendants :

oo

y(r, o, t) = 2 2 J o (Kymf) cosme (A,,,COS@, it + B,y SINw,mt)
n=1m=0 [3.99]

+ Y > In(kyml)sinme (C.cos®, it + Dy Sinw,mt)
n=1m=0

3.2.5. Vibrations transversales des plaques

Une plague est I’ analogue a deux dimensions d’ une verge d’ épaisseur h : les

vibrations transversales ont lieu aussi bien en largeur gu’ en longueur. Le systeme
meécanique est plus compliqué que laverge car laflexion dans le sens de lalargeur
introduit des contraintes. Nous n’ éablirons pasici I’ équation de la dynamique car
elle s obtient beaucoup plus facilement a partir du formalisme Lagrangien (voir

chapitre 5 pour ladémonstration). On note h I’ épaisseur de la plague, pg lamasse

par unité de surface, E lemoduled Young, v |le coefficient de Poisson. Cette équa-
tion s écrit :

2 4 4 2 2 2 2\2
oy 2 2 0 0 0° d 0 0
ps— + KAy = A" = + +2 :[ + } [3.100]
a2 O axt ot ol o ok axd
Eh°
avec Kg = — [3.101]
12(1 - v°)

La grandeur K¢ s appelle raideur de la plaque. En coordonnées cartésiennes,
on separe les variables comme on I’ a fait pour les membranes. Avec les mémes
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notations, les ondes progressives s écrivent :

Y(Xq, Xp, 1) = Cexp(£jKyXq) exp(£jK,X,) exp(—j wt) [3.102]
avec
0 = [Ke/pg(K;+K5) [3.103]

3.2.5.1. Plaque rectangulaire en appui simple

Nous utiliserons des conditions aux limites d' appui simple sur le pourtour :

X1, Xo, t =0
s b2 )|pourtour
o (Xq, Xo, 1) _ 9 (Xq5 X5, 1) =0 [3-104
gy 72 |x1:00uL1_£y o2 |x2:OouL2_

On obtient les modes propres suivants :

Y(Xg; Xp, 1) = SNk, X;Sinkyp X5 (A COSO, T+ B, ) Sine, o 1) [3.109]

NN,

2 2
Kgfn n
= n, % L = 2= L2
k1nl - nlLl k2n2 - n2|_2 wnlnz 7 Pss( L2 + Lz} [3.106]
1 2

Comme pour les verges, la propagation s accompagne d’ une forte dispersion.
L es fréquences propres ne sont pas harmoniques. La solution générale s’ écrit :

(e o]

Y(Xg, X, 1) = Yi,n,(X0X2) (Ay  COS®, o t+ By, Sina, o 1)
ny.n, [3.107]

Ynlnz(xl,xz) = smklnlx1 smk2an2

Lignes nodal es et dégénérescence sont analogues ala membrane rectangulaire.
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3.2.5.2. Plague circulaire encastrée

Le cas d’ une plaque circulaire encastrée se traite en coordonnées cylindriques
avec le méme type de démarche que pour la membrane circulaire. Les fonctions

propres sont des combinaisonslinéaires de fonctionsde Bessel J,(kr) et defonc-
tions de Bessel hyperboliques | (kr) (voir Allard).

3.3. Oscillationslibres d’un systeme mécanique simple non amorti

Ce paragraphe a des ambitions trés limitées : il S agit seulement d’ apporter un
complément a la présentation des modes propres ci-dessus. Les modes propres
d’ un systeme linéaire constituent une base de fonctions sur laquelle on peut déve-
lopper n'importe quelle oscillation (cette particul arité, tres commode pour un phy-
sicien, résulte d’ une propriété des espaces de Hilbert), les oscillations libres en par-
ticulier. Nous allons montrer comment |la connaissance des conditions initiales
permet de calculer les coefficients de ce dével oppement (notons cependant que les
méthodes modal es, que nous verrons plus loin, permettent de résoudre ces proble-
mes d’ une fagon plus élégante et plus rapide). Nous en profiterons pour montrer
I’ équivalence, en ce qui concerne la connaissance du systeme, avec une représen-
tation dans le domaine temporel.

3.3.1. Rdledes conditionsinitiales dans la représentation en modes propres

Laconnaissanceal’instantt = O delaposition et de la vitesse en chague point
du systéme suffit pour définir le systeme qui, parce gu'’il est linéaire, ne dépend pas
de I’ état antérieur : on peut donc en déterminer I’ évolution ultérieure. Ces condi-
tions initiales permettent, en effet, de calculer les coefficients du développement
sur la base de ces fonctions. Nous allons le montrer sur I’exemple de la corde
monofilament en mouvement plan avec des conditions aux limites d’ appui smple
aux deux extrémités. Le principe se généralise facilement aux autres systemes
meécani ques étudiés dans ce chapitre. L’ expression du déplacement est du type:

yx,t) = D Y (x) (Acosw,t+ B,sino,t) [3.108]
n=1
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|| est possible de normer [3.59] en écrivant Y (x) souslaforme:

Y, (X) = J2/Lsink.x [3.109]

L’ intérét de cette écriture provient du fait qu’ on ales relations suivantes :

L
JYa00Yn00dx = &, [3.110]
0

Définition : quand la base vérifie les relations [3.110], on dit qu’ elle est ortho-
normée. Un ensemble de modes propres fournit une base orthogonale, il est sou-
vent commode de la normer, ce que |’ on fait par intégration spatiale.

Enfin, nous avons les relations suivantes, fournies par la relation de dispersion
et par les conditions aux limites:

7r3Ed4
2 n
64T L

(o]

®, = ck A/1+Bn° B =

=~
]

n [3.111]

—1y

La connaissance du déplacement initial y en chaque point permet, par intégra-
tion spatialeal’instant t = O de calculer tous les coefficients A, :

oo L
{y(x, =Y AnYn(X)}H{An = j (X, O)Yn(x)dx} [3.112]
0

n=1

On atiré profit du fait que labase est orthonormeée. La connaissance delavitesse
initiale u en chague point permet ensuite, de laméme maniére, de calculer tousles
coefficients B,

oo L
{u(x, 0) = nglwanYn(x)}H {Bn(x) = win_([u(x, O)Yn(x)dx} [3.113]

3.3.1.1. Corde pincéelachée sansvitesse al’instant initial (solution approchée)

Laformeinitiale se compose de deux segments de droite. Cette forme n’ est pas
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réalisable strictement, mais on s en approche beaucoup lors d’ un pincement ponc-
tuel al’instant t = O quand laraideur de la corde est tres faible : ¢'est |e cas, par

exemple, d’ une corde de clavecin pinceée par le plectre. Soit X, laposition du plec-

tre et y, le déplacement en ce point. On a.:

pour O0<X<X, — y(x,O):i——Ox
° ux,0) = 0 [3.114]

pour X, <x<L — y(x,O):LZOX (L—x)
(0]

Compte tenu de u(x, 0) (vitesse initiale nulle), I’intégration sur x donne
B, = 0.Pour A, I'intégration de y(x, 0) conduit a:

Xo L
L, Yo, . Yo . (Yo Yo
/\/;An = X—OJ.XSnandX'F L_XOJ(L—X)SnandX = (X_OI1+LTX0|2)
0 X5
xcosk x| °  sink x| "° X sink_x
1, = - T+ —| = - =2cosk X, ——
k k2 k n“o k2
n 0 n 1o n n
(L —x)cosk,x ) sink,x - L —X, sink, X,
I, = - - = cosk, x, +
k k2 kn n“'o k2
n X0 n X n
(0]
On trouve:

A :Jé yoL  sink.x,
: L Xo(L—X,) kﬁ

Il est plus parlant d’ exprimer |e coefficient numérique au moyen de la force de
pincement P. A I'instant t = 0, I’équilibre entre laforce de pincement et laréac-
tion des brins de corde de part et d’ autre impose la condition suivante :

Yo Yo Yol To

= — 4+ =
ﬁp P Toxo TOL—x0 Xo(L —Xg)

(0]
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On obtient finalement I’ amplitude des composantes et le déplacement :

sink x T
A= 220000 e k=D g = l<%E’A/1+Esn2 [3.115]
L

"TTL T

y(Xx t) = T Z —smk X, Sink X coso,t [3.116]

n

S x,/L = m/n avec m et n entiers, la niéme composante a une amplitude

nulle ainsi que la 2niéme, 3nieme ... C'est le phénomene de rgection lie ala
position du point de pincement, qui donne une forme particuliére au spectre : le
timbre de laguitare change quand on déplace le point d’ attaque. Ce sont les partiels
qui ont un noaud au point de pincement qui disparaissent, ce qui est logique car le
déplacement ne peut avoir de point nodal acet endroit. Par ailleurs, I’ amplitude des

partielsdécroiten 1/ n®. Notons gue cefait, bien connu, N’ empéche pasleclavecin
d’ avoir un spectre extrémement étendu dans |I’aigu : il ne faut pas confondre le
déplacement de la corde avec |a pression acoustique rayonnée, laquelle dépend des
caractéristiques mécaniques de la table d’ harmonie.

Lacomposante transversale de laforce exercée par lacordeen x = 0, est don-

ay

néepar T, I

=0

f(t) = _LE D kisinknx0 cos,t [3.117]
—1n

L’ amplitude des composantes décroit en 1/n pour laforce (au lieu de 1/ n’

pour le déplacement). Laforce comporte elle aussi |e phénomene deréjection. Elle
est la grandeur active qui met en mouvement la table d harmonie par I’intermé-

diaire du chevalet : la vitesse du chevalet, u.,(t) = Y., f(t) , estle produit de

I” admittance mécanique au chevalet par laforce que la corde y exerce.
* Exercice : montrer, a partir de[3.117], que le signal correspondant est rectan-
gulaire.
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3.3.1.2. Pincement ponctuel d’ une corde monofilament en appuis simples

Quand on tient compte de laraideur en flexion, ladéforméeinitial e est beaucoup
plus délicate a calculer. Nous ne ferons pas le calcul (voir Valette et Cuesta, Méca-
nique de la corde vibrante), nous nous contenterons de donner le résultat pour des
conditions aux limites d’ appui simple aux deux extrémités quand on applique une

force ponctuelle P sur lacordeen x = x, l'instantt = 0.

Yy A P(L—XO) A PXO
- P L
O L %
dx ‘ B
Xx=0 X = X X =L

Figure 3.10. Corde monofilament, pincement ponctuel.

On trouve I’ expression suivante de ladéformée initiale :

_ P(L=Xp) Psinhx, (L —X,)

y TL X T Snhx L sinhk,x  pour O<x<x, [3.11§]
_ Px, L Psinhk, X, b oL <L 13119
Y= 7 L0t gmg Lo (LX) pour - xp<x< L [3.119]
TO
avec Kr = E

L es cordes musicales sont tres flexibleset ona @ x, L « 1. Sur le déplacement,

la différence entre corde parfaitement flexible, appuis simples et encastrement
N’ apparait qu’ avec un fort agrandissement. Elle se traduit par des effets du type
couche limite, ¢ est-a-dire partout nuls sauf en certains endroits (au voisinage du
point de pincement, ou des extrémités pour I’ encastrement). Mathématiquement,
ce comportement de couchelimite provient delaprésence, dans!’ équation du mou-
vement, d’ une dérivée d ordre 4 affectée d' un coefficient numérique petit.
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Aprés|’instant initial, le mouvement est décrit par :

yox,t) = Y A Y, (X) cosapt Y, (X) = J%sinknx [3.120]
n=1
3. 4
op = ckyl1+Bn? B =TEL - nt [3.121]
64TL

On obtient les valeurs de A, par intégration. L’ amplitude des partiels s’ écrit
finalement :

A = Bﬁ sink, X, 1 Avec kK, = JT,/El 3.122]
n - -
ToNL k2 1+ 2 k, = nn/L
K

L’ expression du déplacement en fonction du temps est donnée par :

“ snk,.Xx
y(x 1) = %TB S = lkzsinknx cosa, t [3.123]
0n=1 n 1+__n
K'2

2
TO kn

avec  w,=k, [— |[1+— [3.124]
PL K‘ﬁ

(influence des amortissements sur @,, negligee). Nous établirons ce résultat de

facon beaucoup plus simple ci-apres par |la méthode des fonctions de Green.
On retrouve le phénomene de réjection lie alaposition du point x . On constate

quelespartiels pour lesquels k,, » x, nesont pas excitésdu fait de laraideur exces-

sive. Globalement cependant, le spectre est proche du modéle simple [3.116] pour
lequel seulel’inharmonicité était retenue, laraideur geométrique étant négligée. Le
modeéle simple peut constituer une premiére approximation commode. Cette
remarque montre que dispersion et inharmonicité sont les principales conséquen-
ces de laraideur. Les conséquences géométriques que la raideur entraine n’ appa-
raissent que dans des effets du type couche limite qui modifient peu le comporte-
ment de la corde.
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Figure 3.11. Trois déforméesinitiales (corde idéale, corde de clavecin).
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Figure 3.12. Zone de pincement agrandie 50 fois.
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Figure 3.13. Amplitude et fréquence des partiels (modéle simple de la
corde souple avec inharmonicité, corde monofilament encastrée).

3.3.2. Conditionsinitiales et description dans le domaine temporel

Au lieu d' écrire les conditions initiales dans I’ espace {k a} , comme nous

venons de le faire, on peut aussi les écrire dans I’ espace { X, § . Par exemple, le
mouvement d’ une corde parfaitement souple étant régi par I’ équation des ondes, la
fonction Y(x—ct) représente une progressive dans le sens des x croissants, la

fonction Y(x + ct) une progressive dans le sens des x décroissants. Lafonction
y(xt) = (L/2)[Y(x—ct) + Y(x+ct)] [3.125]

décrit lemouvement d’ une cordelachéeal’instantt = O danslaposition Y(x)
avec une vitesse

%y(x,t) (c/2)[-F'(X)+F’'(x)] = 0:

t=0

soit y(X 0) = Y(X) ux,0) =0 [3.126]
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Lafonction
y(x,t) = (1/2)[G(x+ct) —G(x—ct)] [3.127]

décrit le mouvement d’ une corde frappée al’instant t = 0 dans la position de
repos (car (1/2)[G(x) —G(x)] = 0) avec une vitesse initiale non nulle :

y(x,0) = 0 u(x,0) = iy(x, t) = cG'(Xx) [3.128]
Jt t=0

On peut ainsi construire, par exemple, le mouvement d' une corde infinie a
laquelle un marteau de piano donne al’instant initial une vitesse constante sur la
largeur du marteau et nulle ailleurs (voir Morse). Pour construire le mouvement
d oscillation, il faut introduire les réflexions aux extrémités, ce quel’ onfait par une
méthode d’'image.

3.3.2.1. Mouvement d'une corde pincée idéale (domaine temporel)

Ladiscontinuité en M (fig.3.12) se propage sans déformation alavitesse c. En
tenant compte des réflexions aux extrémités, les considérations précédentes per-
mettent de construire le mouvement de lacorde pincée. Le signal deforce f(t) se
déduit de cette construction en considérant lapente. On est conduit ainsi aun signal
rectangulaire (force P(L —Xx,)/L pendant untemps Tx /L, force -Px, /L pen-

dant un temps T(L —X,)/L ). Nous avions obtenu ci-dessus une expression au

moyen des composantes de Fourier. Les descriptions dans le domaine temporel
(espace {k a} ) et dans le domaine fréquentiel (espace { X, ) sont donc complé-

mentaires, équivalentes sur le fond, mais plus ou moins commodes suivant le but
recherché.

* Exercice : définir dans le domaine temporel les caractéristiques d' un signal
périodique dont toutes les composantes paires dans la série de Fourier sont nulles
(signal symétrique).

Solution: f(t+T/2) = —f(t) VWVt (T période).

3.3.2.2. Mouvement de Helmholtz d’ une corde frottée (domaine temporel)

Dansles deux exemples que nous venons detraiter, aussi bien pour la corde pin-
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f(t)f A T/2 T
1 i [ Y _
ty t, Af =P |t
NF=F =Pt
fi = P(1-x,/L) f, = Px,/L
0 Xo L t; = Tx,/(2L) t, = T(1-x,/(2L))

Figure3.14. Mouvement d’ une corde pincéeidéale : force exercéeen O.
LaforceP est appliqueeen x,,. L’ airetotale hachurée ou la force est posi-

tive est égale a I’ aire hachurée ou la force est négative.

cée que pour la corde frappée, nous avons mis en cauvre des segments de droite en
mouvement de tranglation uniforme. En chacun des points, la force était nulle: le
principe d’inertie nous a conduits & un mouvement de translation uniforme. Une
autre fagcon de mettre en cauvre le principe d'inertie consiste, pour un segment de
droite, a considérer que le moment résultant a une extrémité est nul : le principe
dinertie conduit alors & un mouvement de rotation uniforme autour de ce point.
C est cette seconde forme du principe d’ inertie que nous allons mettre en cauvre
dans le mouvement de Helmholtz. On considere une corde tournant librement

autour du point O, en contact avec un archet au point X = x,. En ce point, la

vitesse transversale de la corde est égale ala vitesse v de I’ archet. On suppose
gu’ aucune force n’est apportée, qu’il N'y a pas de dissipation : la description est
purement cinématique. Nous nous plagons dans |” approximation des tres petites
amplitudes et des petits angles. De plus, hous négligeonslaraideur. Le mouvement
de la corde est donc donné par :

Vi

=V _ Vv J _
y(x,t)—th avec u(x,t)—Xx Wy(x,t)—x

(0] (0]

[3.129]

(6]

L a corde tourne avec une vitesse angulaire v/ x, constante autour de O. Con-

sidérons maintenant un point M voyageant sur la corde en direction de O, ala
vitesse ¢, dont I'abscisse est x = L —ct. Ce point se trouvait en P (extrémité de
lacorde) al’instantt = 0. Les coordonnées de M sont :

M = {(x=L—ct) (y = Xlt(L—ct)} [3.130]
(0]



132 DEAATIAM  Coursde Claude Vaette (version juin 2000)

b = (1-2);3 B S
L2 * L Py .
X\T 51 t vL |t
t,(Xq) = (1+—)— AU = —=
L/2
u L/ %o L
Y >
f(t)
1 f
0 X, X; 4/ L 2

Figure 3.15. Mouvement de Helmholtz : vitesse en un point X, de la corde,

force exercée en O. L'archet, de vitesse v, est applique en x,. L’aire totale
hachurée ou la vitesse est positive est égale al’ aire hachurée a vitesse négative.

Remarquons maintenant que la droite MP a pour équation :

y = l((—l‘:—t)(L—x) avec u = —XXO(L—x) %( = _xlo(lé_t) [3.131]

0
Cette droite tourne a vitesse angulaire constante v/ X, autour de P. Imaginons
une corde passant par O, M et P, tendue alatension T, de masse p, par unité

delongueur. Sic = /T /p, ., lepoint anguleux M avance ala vitesse d’ une per-
turbation. A son passage en un point x, de la corde, on a une discontinuité de
vitesse et une discontinuité d effort tranchant :

aul o= XL af = Yip,
X—Xl XO X—Xl XOC

Ces discontinuités sont |les mémes en tout point de la corde et indépendantes du
temps. On remarque qu’ elles sont proportionnelles, p, ¢ étant, par similitude avec

les ondes acoustiques planes [1.53], I’ impédance caractéristique de la corde :

Af/Au =Ty/c= [Top = p.C [3.132]
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En dehors du point anguleux, tous les éléments de la corde sont soumis a une
force nulle et leur mouvement suit le principe d'inertie. La cinématique du point
anguleux est celle d' une corde vibrante. Le mouvement considéré est donc celui
d’ une corde vibrante, compatible avec un mouvement d archet. Ce type de solu-
tionsdel’ éguation des cordes vibrantes s’ appelle le mouvement de Helmholtz. Pen-
dant une phase du mouvement, la corde suit le mouvement de I’ archet. Pendant
I’ autre phase, elle glisse en sensinverse. Le point anguleux décrit I’ arc de parabole

y = x_c(L X)X [3.133]

L’ approximation des petits angles impose la condition de validité suivante
VL/X,C«1, peu restrictive en pratique. La description est valable pour |a pre-

miere demi-période. On compléte la période par |la méthode des images :

[(0<t<L/c),(0<x<L—ct)} = y(x1) = Xltx

(6]

[(0<t<L/c)(L—ct<x<L)} = y(xt) = Xl('(—;—t)(L—x)

(0]
_Vv( 2L
[(L/c<t<2L/c),(0<x<L—ch)} — y(x t) = X—(_? +t)x
(0]

((L/c<t<2L/c)(L—ct<x<L)} - y(x 1) = Xl(%—t)(L—x)

(6]

A partir de cette description temporelle du mouvement de Helmholtz, on peut
calculer le signal de force exercée par lacordeen x = 0 :

{OStSL/c}—>f(t):TX1t
(0]

[3.134]

{L/c<t<2L/cl— f() =T (t_Z_'-)
XO C

Contrairement au signal de force résultant d’ une corde pincée ou frappée, celui
résultant d’ une corde frottée ne présente pas de phénomene de rgjection. Or on sait,
par I’ expérience d’ écoute de toutes sortes de sons synthétises, que I’ on projette a
I” écoute d’ un son un schéma mental sur un mode de fabrication mecanlque possi-
ble, méme quand celui-ci N’ existe pas. La présence ou I’ absence de réjection étant
alafois une caractéristique percue du timbre et une caractéristique du mode de
fabrication, on peut se demander dans quelle mesure cette caractéristique du timbre
pourrait suggérer un mode de fabrication du son. Pour mettre en évidence cet effet
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psychoacoustique, a supposer qu’il existe, il faudrait bien sir éliminer les autres
moyens d’identification qui le masquent : amortissement ou non de la corde, bruit
d’ archet ou de marteau etc.

Ce model e cinématique expligue pourquoi I’ amplitude augmente quand on rap-
proche I’ archet du chevalet. En complétant cette description cinématique par un
modele de la caractéristique de friction de la corde sur I’ archet (force de friction
exercée en fonction de la vitesse relative de la corde par rapport a I’ archet), on
obtient une description beaucoup plus réaliste (existence d’' une vitesse minimum
fonction de laforce d’ appui de |’ archet sur 1a corde). Mais, pour rendre compte de
I"influence de I’ archet sur le timbre, il faut abandonner la forme triangulaire du
signal de force en postulant un arrondi au lieu du point anguleux sur la corde.

* Exercice: trouver les composantes de Fourier du signal de force d' une corde
frottée.

3.4. Méhode modale dans les systemes linéair es continus

Nous avons traité ci-dessus quelques exemples avec des systémes simples en
oscillations libres. Nous allons donner maintenant une méthode générale pour
décrire les régimes forceés, ¢’ est-a-dire la réponse d un systeme linéaire continu
soumis a un systeme de forces qui dépendent du temps. Cette méthode étant élé-
gante et rapide, sagénéralité permet del’ appliquer également au probléme des con-
ditionsinitiales des oscillations libres : elle donne des calculs plus simples.

3.4.1. Obtention des équations modales

Danslerégimelibre, nous avons résolu une équation du mouvement delaforme
O[y(x,1)] = 0 ou O est un opérateur différentiel linéaire, avec certaines condi-

tions aux limites imposées. Nous avons obtenu des modes propres orthogonaux,
formant une base. Pour un systeme continu unidimensionnel aun degré de liberté,
par exemple, la solution générale s écrit :

oo L
{y(x,t) =Yy Yn(x)an(t)}a{an(t) = J'y(x, t)Yn(x)dx} [3.135]
n=1 0

Nous avons suppose la base orthonormée. L’ extension a deux dimensions est
immédiate. Supposons|e systeme soumis aun ensemble deforces par unité delon-
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gueur. On peut en représenter |a dépendance spatiale dans la méme base :

oo L
{fL(x, =Y Yn(x)fn(t)}e{fn(t) = jfL(x,t)Yn(x)dx} [3.136]
0

n=1

En multipliant par Y (x) lesdeux membres de I’ équation du mouvement et en

tirant parti de la linéarité de |’ opérateur différentiel, on obtient, apres intégration
spatiale, les équations modales. Considérons, par exemple, une corde monofila-
ment dont |’ éguation du mouvement est telle que [3.46], complétée par une force
d’ amortissement proportionnelle a la vitesse (nous verrons au chapitre 4 que le

frottement dans I’ air produit une telle résistance mecanique R (w) par unité de
longueur) et soumise a une force extérieure appliquee f (x.t) :

2 2 4
ay dy L0y oy _
0, Y+ R (@D T Y +E12Y = (x1) [3.137]
2 Dot %2 st

Chague éguation modal e représente un oscillateur soumis a une force :
pla +R A +(TK+Elkha, =f, n=123 ..  [313]
A une dimension, d' une fagon générale, |e systéme mécanique est régi par :
Oly(x,t)] = f (x, 1) [3.139]

et le comportement de chaque oscillateur qu’ on en déduit peut étre calculé,
comme nous I’ avons vu au chapitre 2, au moyen de la réponse fréquentielle ou de
laréponse impulsionnelle :

{Ma,+Ra,+K.a,=f ()} = {y,(0)} < {h, ()} [3.140]

3.4.2. Fonctions de Green pour lesréponses fréguentielles

On impose une force exp(—jwt) au point X = X, (les équations aux dimen-
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sions devront étre manipul ées avec précautions). D’ apres [3.136] on a:
{F LX) =0(x=x)exp(=jot)} < { f (1) =Y (X)exp(—jot)} [3.14]]
On calcule laréponse de chagque oscillateur éémentaire :

{ fn(t) = Yn(Xo)eXp(_j (Dt)} -

. [3.142]
{a,(t) = Y (Xo) Xn(@)exp(—j ot) }
On en déduit la réponse du systéme par [3.135] :
{o(x=xg)exp(—jot) } — {y(X t) = y(X,0;%,)exp(—j wt) } [3.143]
avec  x(X,w;Xy) = 2 Y (X)Y (X)X () [3.144]

n=1

Définition : la fonction y(X,w;X,) s appelle unefonction de Green.
Pour uneforceimposee quelconque f (X, t) on peut écrire (en utilisant lespro-
priétés de la transformée de Fourier et de I’impulsion de Dirac) :

oo L
fLxt) = %T j j F (X0, ®)8(X — X, ) exp(—j wt)dx ,de [3.145]
— 0

Sur @ sur X,

On obtient alors laréponse générale en utilisant lafonction de Green [3.144] :

—00

o L
1 )
yxt = > _[ j F (X0, ®) x(X,;X,) exp(—j wt)dx do [3.146]
0
rXO

Sur w su

3.4.3. Fonctions de Green pour lesréponsesimpulsionnelles

On impose une force 6(x—x,)d(t) aupoint x = X, al’ingtant t = O (atten-



Vibrations des systémes mécaniques simples 137

tion aux équations aux dimensions). D’ aprés[3.136] on a:
{F (X 1) =0(X=X,)0(t) } = { f (1) =Y, (X,)0(1) } [3.147]
Pour chague oscillateur élémentaire, laréponse impulsionnelle permet d’ écrire :
{1, = Ya(X)d() F — {a,(t) = Y(X)hy () } [3.148]
Pour I’ ensembl e du systeme, |a réponse est donc, compte tenu de [3.135] :

{FL(X 1) =0(X=X,)0(t) } = {y(x, t) = h(x, t;x,) } [3.149]

avec  h(x ;X)) = Y, Y (Y (X)h,(D) [3.150]
n=1
Définition : laréponse h(x, t;x,) s appelle une fonction de Green.

Pour une force imposée quelconque f, (x, t) , on peut écrire (en utilisant les
propriétés de|I’'impulsion de Dirac) :

L oo

fLxt) = j j fL(Xo t)8(X—X0)8(t —t,)dt dx, [3.151]
0 —
sur X, surtg

On peut alors calculer laréponse génerale aune force f, (x, t) par un produit
de convolution en utilisant lafonction de Green [3.150] :

L o
y(x t) = j J f L (X to)N(X, t=1;X,)dt AX, [3.152]
0 —oo
sur X0 sur tO

3.4.3.1. Application au mouvement d' une corde frappée

L a corde monofilament faiblement amortie (voir [3.137]) en appuis simples est
frappée ponctuellement al’ instant initial avec uneimpulsion P (produit delaforce
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par le temps de contact) au point x,. L' expression de laforce exercée par unité de
longueur est donc :

fL(xt) = PO(X—x,)d(t) [3.153]

D’ apres [3.136], les composantes de ces forces sur les modes propres [3.109]
sont :

f (1) = PJ2/Lsink X, 6(t) avec Kk, = nz/L [3.154]
D’ apres [3.138], les équations modales s écrivent :
p A +R A, + (T +ElkYa, = PJ/2/Lsink x, 8(t) [3.155]

Les amplitudes modales résultant de ces impulsions ont pour expression,
compte tenu de [2.9]] :

_ 2 . 1 . t
a,(t) = (Pﬁsnknxo)prnsnwnt exp( Tn) [3.156]
T ) 2 Th = 2pL/RL
avec o, =k |2 /1+k /Kk° et [3.157]
" ”a/pi o Kk, = [T,/El

(amortissement négligé dans w,,). De [3.135] on déduit le déplacement :

~ sink X
y(x, t) = 2P/L D o L sink X sina,t exp(— Tl) [3.158]

P Ton=1 K ek 2/ n

On remargue le phénomene de réjection du point de frappe, ainsi qu’ une
décroissance des partiels sensiblement en 1/n. Lorsque Kk, » x,,, les partiels ne

sont plus excités : laraideur détermine lalimite supérieure du contenu spectral.

3.4.3.2. Application au mouvement d’ une corde pincée

L a corde monofilament faiblement amortie (voir [3.137]) en appuis simples est
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pincée ponctuellement a I’instant initial avec une force P au point X, . L’ expres-
sion de laforce exercée par unité de longueur est donc :

ech(t) = 0 our t<0O
fL(xt) = P8(x—x,)[1—ech(t)] echgt; _, Eoﬁr tio [3.159]

D’ apres [3.136], les composantes de cette force répartie sur les modes propres
[3.109] sont :

f,(t) = PJ2/Lsink X, [1—ech(t)] avec k, = nzn/L [3.160]

D’ apres [3.138], les équations modales s’ écrivent :
p a +R a +(T K +Elkha, = PJ/2/Lsink x, [1—ech(t)]  [3.161]

On a des oscillations libres d’ amplitudes initiales connues, ce qui conduit aux
amplitudes modales suivantes :

2 1 t
a,(t) = (PJEsmknxo) 5 7 CosSm,t exp(— T—)

T k.~ +Elk,

[3.162]

n

T 7, = 2p /R,
avec o = knJ;E 1+k%/k? e ’: - /EI” [3.163]
r [0}

(amortissement négligé dans w,,). De [3.135] on déduit le déplacement :

oo

2P SinknXo

1 . t
sink X cosw,.t exp(— —) [3.164]
2 2, 2 n n
TOLn:l kn 1+kn /KI’ T

n

y(xt) =

On retrouve [3.123], qui est ainsi démontrée. On remarque le phénomene de
réjection du point de pincement, ainsi qu’ une décroissance des partiels sensible-

menten 1/n° (aulieude 1/n pour lacordefrappée). Lorsque k,, » k,,, lespartiels
ne sont plus excités : laraideur détermine lalimite supérieure du contenu spectral.
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3.4.4. Principe deréciprocité

On remarque que lesfonctions de Green [3.144] et [3.150] restent inchangées si
I’on permute x, et x. Il en résulte le principe ci-dessous.

Principe de réciprocité : laréponse d' un systéme linéaire en un point X, quand
on applique une force en un point x, estidentique a laréponse en x, quand cette
méme force est appliquee en x; .

Ce principe est d une grande importance, tant conceptuelle que pratique. Il per-
met d’ ingénieuses applications dans certains problémes de mesure.

3.4.5. Relation entre réponses fréquentielles et réponses impulsionnelles

Rappelons que, pour chagque oscillateur €lémentaire, réponse impulsionnelle et
réponse fréquentielle sont reliées par une transformation de Fourier (voir [2.96]).

On en déduit que les fonctions de Green correspondantes sont également trans-
formées de Fourier I'une de I’ autre :

h(x, t;x,) = zl}jx(x,a);xo)exp(—j ot)dw [3.165]

—o00

2(X,0;%,) = jh(x,t;xo)expj otdt [3.166]

—00

3.5. Résumé

L’ élasticité des matériaux est un modeéle local linéaire reliant le tenseur des
déformations a celui des contraintes. Nous en avonstiré |’ équation de propagation
et les modes propres pour les ondes de compression et de torsion dans les verges.
L’ équation, que nous avons établie, est plus compliquée pour les vibrations trans-
versales des cordes quand la raideur est prise en compte (dérivée quatrieme, dis-
persion, inharmonicit€). Nous avons calculé les fréquences propres des verges
encastrées-libres, libres-libres et en appui simple aux deux extrémités. Nous avons
établi | équation de propagation pour les membranes et étudié les modes propres
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des membranes rectangulaires ou circulaires. Nous avons montré le réle des con-
ditionsinitialesdansles oscillationslibres d’ un systéme simple et donné ladescrip-
tion dans le domaine temporel du mouvement de la corde pincée et du mouvement
de Helmholtz (corde frottée). Enfin, nous avons montré comment traiter le cas
général d un systéme simple soumis ades forces quel conques en utilisant les fonc-
tions de Green (application a une corde monofilament frappée ou pincée, démons-
tration du principe de réciprocité).

* Bibliographie

M. Del Pedro et P. Pahud, Mécanique Vibratoire, Presses Polytechniques
Romandes.

A. A. Shabana, Theory of Vibration, Springer Verlag.

L. E. Kinder,A. R. Frey,A. B. Coppens, J. V. Sanders, Fundamental s of Acous-
tics, J. Wiley and Sons.

J. F. Allard, Cours de Vibrations, DEA d’ Acoustique Appliquée, Université du
Maine.

P. M. Morse and K. U. Ingard, Theoretical Acoustics, McGraw-Hill.

C. Vaette et C. Cuesta, Mécanique de la corde vibrante, Hermes.

J. Lattard, Gammes et tempéraments musi caux, M asson.




142 DEAATIAM  Coursde Claude Vaette (version juin 2000)



