Chapitre 1

L es ondes acoustiques

L es sons musicaux sont des vibrations qui se propagent dans|’ air. Le chapitre 1
est consacré ala description de ces ondes. On établit |es équations de propagation
(acoustique linéaire sans dissipation), on étudie les solutions dans quelques cas
simples, on présente la notion de source acoustique et celle de rayon acoustique
(réflexion, réfraction a une interface). Les notions de pression acoustique, de
vitesse acoustique, d’ énergie acoustique, d’intensité acoustique, de puissance
acoustique, d’ impédance et d’admittance acoustique, acoustique spécifique et
mécanique sont introduites et utilisées. On évalue I’impédance de rayonnement.

1.1. Equations générales de |’ acoustique linéair e sans amor tissement

L’ acoustique reléve de la mécanique des milieux continus. On considére |’ air
comme un ensemble continu de “ particules’ de taille négligeable dont on peut sui-
vre le mouvement individuel au cours du temps. Chague “particule” de matiére est
constituée d’ un grand nombre de molécules dont la moyenne des déplacements
permet d évaluer le déplacement de la “particule’. On référe I’ espace a un repere

orthonorme (OX;X,X3) . Les grandeurs auxquelles nous aurons a faire seront des
scalaires ou des vecteurs (notés en caractéres gras), fonction du temps.

1.1.1. Représentation de Lagrange, représentation d’ Euler

Ces représentations sont toutes deux utilisées en mécanique des milieux conti-
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nus. La représentation de Lagrange sera utilisée pour décrire les vibrations élasti-
ques dans les solides. Dans ce chapitre qui concerne les ondes dans un fluide, nous
n’ utiliserons que lareprésentation d’ Euler. Précisons les choses.

1.1.1.1. Représentation de Lagrange

On référe les grandeurs, en fonction du temps, ala configuration de référence :
celledanslaguelle le solide est au repos. Si X est la position qu’ occupait une " par-
ticule" de matiere solide dans la configuration de référence, la position al’instant
t est repérée par le déplacement vy :

{X} = {X+y(x, 1)}

Lavitesse et |’ accélération d’ une "particule” de matiére sont alors données par :

2
uix,t) = %y(x, t) %u(x,t) = aa?y(x,t) [1.1]

1.1.1.2. Représentation d Euler

On réfere les grandeurs aun endroit X del’ espace et aun instant t. Laposition
d une "particule” de matiere est une fonction du temps Xp(t). La vitesse

u= %xp(t) d’ une "particule" al’endroit X et al’instant t, peut s’ exprimer

comme une fonction de Xp(t) etdet soit: Uu[Xp(t),t] .

L’ accélération d’ une"particule" al’ endroit X et al’instant t s obtient apartir de
cette fonction par la dérivation suivante :

d _T0
au[xp(t), t] = [m+ U[Xp(t),t] e VJu[xP(t), t]

D
T

[1.2]
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en notant
|
X4
_ |9 _ 0 0 0
V = 8_)(2 e UuUeV = u18x1+ u28x2+ “33x3 [1.3]
9
oX
On définit ainsi un opérateur appel é dérivée particulaire :
D _ 0
Dt = 3t +UeV [1.4]

qui représente le changement qu’ on observe au cours du temps de la grandeur a
laquelle on I’ applique lorsqu’ on suit |e fluide dans son mouvement.

La quantité de mouvement d’ une "particule" de volume 8V, de vitesse U et de

masse volumique p est (pdV)U . La masse de cette "particule”, pdV, étant une

constante, le changement au cours du temps de quantité de mouvement de cette
particule s écrit :

D _ D _ d . 1.
S [(P3V)U] = (p3V) S = (pSV)[m+u VJu [1.5]

Cette relation sera essentielle pour établir I’ équation d' Euler (voir [1.11]).

1.1.2. Loi deconservation de la masse

Soit un volume fermé V limité par une surface S, n la normale extérieure en
chague point de la surface. La masse de fluide al’instant t dans le volume V est

_[pdV.
Vv

Savariation dans le temps, le volume V étant fixe, est donnée par :

d _ op
a\j/polv = \j/mdv [1.6]
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L a conservation de lamasse exige que cette variation soit égale au flux de masse
entrant atraverslasurface S :

n
Wy J5Fav = ~fpue nas
\Y; S
Utilisons le théoréme de Gauss, il vient :

[Aends = \_[(VoA)dV - \j/a_”dv+\j/[V-(pu)]dv =0 [L7]

Larelation étant vraie pour n’importe quel volume V, on entirel’ expression de
laloi de conservation de lamasse::

P4 Ve(pu) =0 [1.8]

ot

1.1.3. Equation d’Euler pour la dynamique d’un fluide parfait

Une “particule” de fluide de masse volumique p, comprise dans un volume

mobile avec elle V(t) et soumise auneforce f, voit changer sa quantité de mou-

vement j pudV (U étant savitesse) selonlaloi fondamentale deladynamique :
V(t)
pudv = f [1.9]

15

Dans le volume V(t) fermé par la surface S(t) s exercent des forces de
volume f,, (gravité) et desforces de surface f g (principalement dues au transfert

de moment cinétique dans V(t) apporté par le mouvement Brownien des mol écu-
les gazeuses traversant S(t) ) :

[ pudv = [ fgds+ | fuav [1.10]

Dt
V(1) S(t) V(1)
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En acoustique on peut négliger f,, car I’accélération vibratoire est toujours

grande devant I’ accélération g de la pesanteur (on peut jouer de la clarinette aussi
bien en étant couché que debout, voir [2.6]).
Laforce f g est générée par lapression, quel’ on suppose hydrostatique (module

de laforce en un point indépendant de la direction). Ceci implique qu’ on néglige
les effets de viscosité : ¢’ est une approximation valable dans une approche smple

seulement. En tenant compte du fait que pdV est indépendant de t, il vient :

— | pnds = - | Vpav | —[lpudv = | p(i+ Ue V)udv
Dt ot
S(t) V(t) V(1) V(t)
Nous avons fait usage de la dérivée particulaire (voir ci-dessus[1.5]).
On en déduit I’ équation d’ Euler :

p(% fUe V) = _Vp [1.11]

1.1.4. Equation d état d’ un fluide parfait, condition de régime adiabatique

1.1.4.1. Transformation adiabatique

Définition : dans une transformation adiabatique, il n'y a pas de transport de
chaleur. On peut obtenir une transformation adiabatique (réversible) en effectuant
une transformation n° 1 & volume constant (réversible)

nl {(p—=>p+dp)(p—=p)(T—>T+dT )}

suivie d’' une transformation nN° 2 a pression constante (réversible)

n°2  {(p+dp—p+dp)(p—p+dp)(T+dT; > T+dT, +dT,}

L’ apport de chaleur par unité de volume correspondant a ces transformations
réversibles s écrit respectivement :

nl dQ; =c¢,dT; e n°2 dQ, = cpdT,

Nous notons c,, la chaleur spécifique par unité de volume a volume constant et
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Cp celleapression constante. Latransformation totale est adiabatique s :

Cc
dQ, +dQ, = 0 - dT, = —ydT, enposant y = C—F’ [1.12]
V

Nous admettrons que les vibrations acoustiques s effectuent selon des transfor-
mations adiabatiques.

1.1.4.2. Equation du fluide en régime adiabatique

Considérons maintenant un volume p_l de fluide, ¢’ est-a-dire un volume dont
lamasse est I’ unité. Pour un gaz parfait de masse molaire M, on alarelation :

pp T = (R/M)T [1.13]

Dans les transformations n°1 et n°2 ci-dessus de ce gaz parfait, et compte tenu
de[1.12], il vient:

dT dT
d_p = _.1' _d_p = ._2 d._p = 'yd_p [114]
p T p T p p
On obtient la condition suivante caractérisant le fluide en régime adiabatique :

p( p_l) " = constante [1.15]

valable quand [1.13] est vérifiée. Le fluide, que I’ on assimile a un gaz parfait,
seradonc caractérise par I’ équation d’ état [1.13] et par la condition [1.15]. Par €li-
mination de p entre[1.13] et [1.15], on voit que le fluide vérifie également larela-
tion suivante :
y—1

T = constantep ” [1.16]
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1.1.5. Equations de!’acoustique linéaire pour un fluide parfait

Nous limiterons notre étude au cas ou les mouvements acoustiques du fluide
sont de petits mouvements autour d’ un état d’ équilibre. On peut alors linéariser les
éguations précédentes autour de cet état, qui est un milieu supposé homogene
(quantités indépendantes de la position) et au repos. Effectuons le changement de
notations suivantes :

{(P=Pot PP =Pt p)(U=U)(T=Ty+T} [1.17]

Exprimons p en fonction de p. En négligeant les termes du second ordre,
compte tenu de[1.12], il vient :

= Vo a_p = &) !
po+p - Ctep ~po+apop po+pop

Procédons de méme avec T en fonction de p, compte tenu de [1.16] :

-1

= aT (y=DT,
T,+T =cep ' =T, +=| p = T,+————p
0 p 0] apop o] YP, Y

Introduisons deux constantes caractéristiques du fluide en posant :

c = /)/_po o O = (y=DT, (approximation-pour (118
Po YPo un gaz parfait)

Laraison de la notation ¢ apparaitra bientét (voir [1.27]). On obtient ainsi les
équations générales de I’ acoustique linéaire pour un fluide parfait :

conservation de la masse %) +p,(Veu) =0 [1.19]
équation d Euler (dynamique) pO%J = -Vp’ [1.20]
équation d’ état p = czp’ [1.21]

équation de latempérature T = op [1.22]
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Remarquons que pression acoustique et vitesse acoustique sont définies ([1.17])
comme |l es petitesfluctuations de lapression au repos et de lavitesse au repos, cette
derniere étant supposée nulle.

1.1.6. Linéarité et principe de superposition

Dans |’ approximation linéaire, des grandeurs physiques telles que pression,
vitesse, masse volumique, température se trouvent reliées par des équations linéai-
res. Nous pourrons donc faire un large usage du principe de superposition.

Définition : pour un systeme mécanique dans lequel interviennent des gran-
deurs physiques telles que A et B, le principe de superposition est vérifié si pour
toute solution A; B, et toute solution A, B, onaégalement lasolution A; + A,
B, +B,.

Pour qu’ un systeme mécanique soit linéaire, il faut et il suffit qu’il vérifiele prin-
cipe de superposition :

{A,B} e {A,B} - {A;+A,B, +B} [1.23]

1.2. L’équation des ondes et ses solutions dans quelques cas ssimples

Dans les problemes qui nous intéressent, il est commode d’' éiminer la masse
volumique et latempérature. Allégeons la notation en désignant par P la pression

atmosphérique et p lamasse volumique al’équilibre, p la pression acoustique et
u lavitesse acoustique. Posons :

K = pc® = P [1.24]

Apres multiplication de[1.19] par c? , on aboutit aux deux équations suivantes :

équation de conservation %O = -K(Veu) [1.25]
e ou _
équation d’' Euler pﬁ = -Vp [1.26]



Les ondes acoustiques 17

1.2.1. Equations des ondes pour un fluide parfait

Eliminons U entre ces deux équations::
2p . a 2% K ou
_B+K_4V-u):_£+—{V-(-—I]:o
P
o> ot o> P Jt
On aboutit al’ équation des ondes pour la pression acoustique :
%2 2.2 K
(—z—c \Y )p =0 avec C = J: [1.27]
ot P
Plus généralement, I’ équation des ondes s’ écrit sous forme d’ opérateur :
2 2 2 2
2 = [i—czsz 0 avec V2=_9+9 49 12

ot’ axi ax§ axé

L’ opérateur vZs appellele Laplacien, 02 led Alembertien.
En vertu de[1.21] et de[1.22], laméme équation est valable pour lafluctuation
de masse volumique dp et pour lafluctuation de température oT :

9% 2.2 _ 3% 202 _
2 —c*V?|(8p) = 0 —5—CcV7|(8T) = 0 [1.29]
ot ot

En dérivant [1.27] par rapport at et en utilisant [1.25], on voit que la méme
équation est valable pour Ve U :

0 _2v?|(veu) = 1.30
3=V |(Veu = 0 [1.30]

On vavoir gque, dans le cas ou le champ de vitesse est irrotationnel al’instant
initial, I’ équation des ondes est vérifiée par U et par le potentiel des vitesses ¢.
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1.2.2. Potentiel des vitesses

Prenons le rotationnel de I’ éguation d’' Euler en remarquant que le rotationnel
d' un gradient est nul (VxV = 0), il vient :

%(qu) -0 [1.31]

La vorticité, ¢’ est-a-dire le rotationnel Vxu du champ de vitesse U, est indé-
pendante du temps. Danstouslescasou elleest nulleal’ instant initial, ellele reste
et U est alorslegradient d une fonction ¢ (scalaire) appeléele potentiel desvites-
ses. Cette fonction est définie & une fonction du temps pres:

U= Vo(X,t) = V[o(X, t) + o(1)]
L’ équation d’ Euler s’ écrit maintenant :
V(p%+ p) =0
La fonction p%p + p est donc indépendante de x, elle ne dépend que de t.
Choisissons la dépendance ¢ en t detelle sorte que p8<p +p = 0. Findement, la

ot
pression p et le champ de vitesse U sont donnés a partir du potentiel ¢ par :

0 > {w=ve(p=-3) [1.32

Dans ces conditions, p obéissant al’ éguation desondes, il en est de mémede ¢
reliéa p par [1.32], donc de méme pour les composantesde V¢ = U :

3% 2.2 _ 3% 2 2 _
——-CcViilg=0 —-—-cViju=0 [1.33]
ot? ot?
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1.2.3. Données numériques concernant le son dans|’air

Pour des transformations adiabatiques d’ un volume V d'air, on ad apres[1.15]
et[1.24] :

pv’ = constante — dP = —deVV = —K%’ K = yP = pc® [1.34]

Le paramétre ¢ dans [1.28] est la vitesse du son. Sa valeur est une fonction de
latempérature, gue I’ on obtient a partir de I’ équation d’ état d’ un gaz parfait (voir
[1.13] et [1.18]) (R constante molaire des gaz parfaits, M masse molaire) :

- R - K_ P _ [LRe_ R
Pp = ST - c [p J; J]/MT J1,4MT [1.35]

Le changement de pression pour un changement relatif de volume donné est
déterminé par K, module de compressibilité. On notera quelques valeurs utiles :

R = 287Jkg°K  C=~331m/s+0,6T cyqus [1.36]

p = 1,2kg/m3 P = 10°Pa pcC = 400kg/m2.s K= 14.1O4kg/m.s2 [1.37]

D’ aprés [1.35], la vitesse du son croit comme /T . Dans le domaine relativiste

cependant, elle tend vers une fraction de la vitesse de la lumiére quand T —

(S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, p. 52). On veillera a bien distinguer
vitesse du son, vitesse acoustique et vitesse des mol écul es de gaz au niveau micros-

. . ) 3NkgT R
copique. Cette derniere, donnée par Ve = YR 3MT’ est un peu

plus grande que c. Lavitesse acoustique u = p/(pc) (voir [1.45]) dépend dela
pression acoustique et elle est de |’ ordre de 0, 07m/s au seuil de douleur.

1.2.4. Solution de d’ Alembert : ondes planes

Ladémonstration de d’ Alembert aun intérét pédagogique. Historiquement, elle
aété faite sur |’ équation de la corde vibrante, mais le principe se généralise.
Définition : on appelle le cas des ondes planes propagation unidimensionnelle.
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Pour une onde plane selon Ox, p et U sont constant danstout plan normal & Ox
et on peut mettre I’ équation des ondes sous la forme d’un produit de la fagon

suivante :
82 2 82 (0 d /o ) _
3t2 —C 87 B (ﬁ_cﬁ)(ﬁﬂﬁ) =0 [1.38]

Cette observation nous suggere de proceder a un changement de variables :

{(v=x-ct),(w=x+ct)}

0 _ d 0 Jd .. 0 d
{(ﬁ_ —208—V+an—w) (Cﬁ‘ 20W+2ca—w)»

En reportant dans [1.38] on obtient :

(2055 )(2e3%;) = ©

L’ équation des ondes, avec les variables v et w, prend donc laforme:

3 9 _
29 =0 [1.39]

Pour la pression, la solution générale est du type suivant (principe de
superposition) :
p(v, w) = F(v) +G(w)
soit
p(x, t) = F(x—ct) + G(x + ct) [1.40]

ou F et G sont des fonctions quel conques dérivables deux fois. Pour des ondes
acoustigques planes dans la direction de vecteur unitaire n, cette solution s écrit :

p(X,t) = F(neX—ct)+G(neX+ct) [1.41]

Un cas particulierement important est celui des ondes planes sinusoidales de
pulsation w se propageant selon |I’axe Ox. La pression acoustique S écrit, en uti-
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lisant la notation en exponentielles complexes :

P(Xt) = poexpj(£ kx—mt) = pexp(jkx)exp(—jwt) [1.42]
Rappelons que :
expja = cosa+ jsina exp(—ja) = cosa—jsina [1.43]

La notation sous entend que I’ on considere dans [1.42] |a partie réelle comme
grandeur physique, soit : p(xt) = p,cos(+ kx—wt) (p, supposéereelle). La
pulsation @ contrdle la périodicité dans le temps en un point x donné, le nombre

d onde £k contrdle la périodicité dans I’ espace a un instant donné. La fonction
[1.42] est solution a condition que la relation suivante soit vérifiée :

® = ck [1.44]

Définition : larelation reliant @ et k s appelle relation de dispersion.
La fonction [1.42] représente une onde progressive de pulsation @ se propa-

geant sans déformation alavitesse ¢ = w/k. Avec la convention de signe —j wt
gue nous adoptons pour la dépendance temporelle, la propagation a lieu dans le
sensdes x croissantssi lenombred onde est +k, dansle sensinverse pour —k . Sur

une tranche d’air de section S comprise entre x et x + dx, laforce a droite est

—p(x+dx)S, celleagauche p(x)S. Larésultante est uneforce — %}de S exer-

cant sur lamasse pSdx. La vitesse acoustique est donc reliée ala pression acous-

tique par larelation fondamentale deladynamique : ¢’ est ce qu’ exprimel’ équation
d Euler [1.26]. Il vient :

_dp _ _du op _ . ou_ 1 .
3% _ Par Y tjkp 5 p(ilk)p
L1
u-ipcp [1.45]

L e passage d’ une onde plane de pression est donc accompagné de celui d’une
onde plane de vitesse (d apres [1.45]), de masse specifique (d’ apres [1.21]) et de
température (d’ apres [1.22]). Les coefficients de proportionnalité étant réels, ces
quatre ondes se propagent sans déphasage.

 Exercice: déterminer le potentiel ¢(x,t) del’ onde plane ci-dessus.

Réponse : ¢(xt) = ¢ exp(xjkx)exp(—jwt) par I'équation des ondes :
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p(xt) = —p%) et u(xt) = V¢ redonnent [1.42] et [1.45] avec ¢, = _j_l—po_

oJ0)

1.2.5. Ondes sphériques

Définition : on appelle ondes sphériquesles solutions p(r, t) del’ éguation des
ondes qui n’ ont aucune dépendance angulaire.
En coordonnées sphériques, le Laplacien de lapression s écrit alors :

—(rp) [1.46]

L’ équation des ondes [1.28] prend dans ce cas la forme suivante :

2 2
(aa? —czaa—zJ(rp) =0 [1.47]
r

La solution générale de d’ Alembert devient :

o(r, 1) = F(rr—ct)+G(rr+ct) [1.48]
Pour une onde sphérique progressive de pulsation w on a:
expj (£ kr — wt exp(xjkr)exp(—j wt
Py = pRELE =00 _ ek el [1.49)

Il est commode d’ écrire le dénominateur sousforme adimensionnalisee, kr , afin
que le coefficient p, soit homogene aune pression. Lafonction [1.49] est solution

acondition que larelation de dispersion soit vérifiée:
o = ck [1.50]

La relation de dispersion est la méme que pour |’onde plane. La pulsation @
contrdle la périodicité dans le temps en un point x donné, le nombre d onde £k

controle la périodicité du numérateur dans |’ espace a un instant donné, mais
I”amplitude s atténue comme |’ inverse deladistance. Lafonction [1.49] représente
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une onde progressive de pulsation @ se propageant ala vitesse ¢ = w/k, en
s éloignant de I’origine si le nombre d’onde est +k, en convergeant vers O s le
nombre d’ onde est K.

La vitesse acoustique correspondante s obtient a partir de [1.26], ou le gradient
serésume aladérivée par rapport ar . Lavitesse est radiale et il vient :

0 o1 Ju k .1
= |+ — = = = -+ _
r (_Jk r)p ot J;)(_1+Jkr)p

©

Q

urt) = pic(i 1+ jk—lr) o(r 1) [1.51]

» Exercice: déterminer le potentiel ¢(r,t) de |I’onde sphérique ci-dessus, en
déduire la vorticité du champ de vitesse acoustique.

. ) _ 1 _ 1 exp(Ejkr)exp(=jwt)
Réponse : ¢(rt) = pjpdt = Jpa)po e

[1.49]. En utilisant [1.32], U = V¢ redonne [1.51] : ¢(r,t) est donc le potentiel

cherché. Ona Vxu = Vx(V¢) = 0 : lavorticité est nulle en tout point, mais
I”origine est un point singulier (voir source monopolaire ci-apres).

a partir de

1.2.6. Analogie électrique : notion d’ impédance et d’admittance

1.2.6.1. Impédance et admittance spécifique d’ une onde plane

Définition : comme en électricité, p étant I’analogue du voltage et u celui de
I"intensité, il est commode d’introduire e rapport p/u appelé impédance acousti-
que specifique (ou impédance caractéristique), noté Z, et son inverse Y, I’admit-
tance acoustique spécifique. Pour une onde plane :

1

Z =z Y =+
pc P

[1.52]

L e signe correspond au sens de propagation. L’ inversion de signe traduit le fait
gue le passage d'une surpression nécessite un déplacement vers les x positifs s
I onde voyage dans e sens des x croissants, mais négatif dansle sensinverse: on
le visualise bien avec un long ressort a boudin dont on comprime quelques spires.
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1.2.6.2. Impédance et admittance spécifique d’ une onde sphérique

L’ admittance acoustique spécifique, définie par le rapport u/ p, est donnée par :

1 1
Y(r) = p—c(ﬂﬂﬁ) [1.53]

L’ impédance acoustique specifique est I'inverse de [1.53]. Deux situations sont
possibles selon ladistance r al’origine.

» Champ lointain

Si kr » 1, onretrouve le comportement de I’ onde plane : en champ lointain, une
onde sphérique est assimilable a une onde plane.

 Champ proche

Si kr « 1, admittance et impédance deviennent imaginaires pures, |’ interpréta-
tion physique en sera donnée au chapitre 2 quand nous montrerons les effets de
I’ impédance de rayonnement.

On remarqueraque [1.49], [1.51] et [1.53] divergenten r = 0 : cette difficulté

mathématique s arrangera quand nous ferons une description plus réaliste du pro-
blemeen 1.2.8.2 et 4.4.2.2.

1.2.6.3. Impédance et admittance acoustique, acousti que spécifique ou mecanique

On est conduit a utiliser également deux autres types d’ anal ogie électrique.
Dans les problemes acoustiques ou ¢’ est le débit qui se conserve a travers des

changements de section, on travaille avec le couple pression-débit.
Définition: Z,., .« = %f;ton ety = _debit oot I’ impédance et

acoust — pression
I admittance acoustique.
Dans les problémes mécaniques ou c’est la force qui se transmet, on travaille
avec le couple force-vitesse.

force o _ Vitesse
vitesse meca force

Définition : Z, o, =

sont I'impédance et I’ admit-

tance mécanique.
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L e passage d’ un type de grandeur a un autre type se fait au moyen de lasection :

Z - force _ Z xsection
meca vitesse acoust spécif

_ pression

Zacoust spécif — vitesse [154]
_ pression _ 1
Zacoust - débit - Zacoust Spéc”xsection

1.2.7. Influence des symétries d’un probleme sur les solutions

L’ aspect mathématique des solutions de I’ équation des ondes n’est paslié ala
nature acoustique des phénoménes en jeu : il est conditionné par le réle des symé-
tries présentes.

Dans les problemes d’ ondes planes, |la symétrie de translation a pour consé-
guence I’ existence de solutions en exp(£jkx) invariantes par translation d’ une

longueur d'onde A = 2xn/k. La symétrie de tranglation dans le temps se traduit
par des termes en exp(—jwt) invariants par translation dans le temps d’ une
période T = 27/ w. L’ invariance par renversement du temps (changement det en

—t dans|’ éguation des ondes) traduit, nous le verrons au chapitre 4, laréversibilité

du processus thermodynamique (absence de tout mécanisme de perte).

L es ondes sphériques, envisageées ci-dessus, sont invariantes dans toute rotation
autour de I’ origine. Il existe des solutions de |’ équation des ondes [1.27] (en coor-
données sphériques) invariantes dans certaines rotations seulement autour de

I”origine : ce sont les harmoniques sphériques Y,,(6,¢) (voir cours de

M. Bruneau).
L es problemes axisymétriques conduisent a des fonctions de Bessel J . (kr)

(voir par exemple ci-apres, 3.2.4.2 Modes propres d’ une membrane circulaire).

1.2.8. Ondes stationnaires unidimensionnelles dans les cylindres et les cones

Nous allons donner une premieére description, simpliste, desinstruments avent :
le résonateur est un cylindre ou un cone sans pertes et sans entretien, ouvert (impé-
dance nulle) ou fermé par une paroi (impédance infinie) aux extrémités selon les
cas. Une onde incidente arrivant sur une extrémité se trouve réfléchie et repart en

sens inverse. Pour un cylindre, étant données des valeurs p, (reelle) et ¢, il est
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possible de déterminer p; et p, (ondes incidentes et réfléchies), telles que I’on
puisse écrire :

[pexpikx + pexp(-jkx)lexp(—jat) = posin(kx—p)exp(~jat)  [155]

L es fonctions sinusoidales s obtiennent a partir des exponentielles complexes :
sina = (1/2j)[expja—exp(—ja)] cosa = (1/2)[expja+ exp(—ja)]

Par identification dans [1.55] on obtient les relations suivantes :
pi = (po/ZJ)eXp(—] q)) pr = _( pO/ZJ)eXp(j (p) [156]

Afin d alléger I’ écriture, la plupart des grandeurs que nous utilisons étant com-
plexes, nous renoncons ales distinguer des grandeurs réelles par une notation par-
ticuliére. Avec cette convention, écrire sina n'implique pasforcément a réel. Si ¢

aune partie imaginaire petite, lesmodules de p; et p, different [égerement.

Définition : une onde obtenue par superposition de deux ondes progressives
d’ égales amplitudes voyageant en sens inverse s appelle une onde stationnaire.

Définition : une onde stationnaire telle que [1.55] pour laguelle les conditions
aux limites sont satisfaites aux deux extrémités du résonateur (choix approprié de

¢ et de k) s appelle mode propre, la fréquence correspondante frégquence propre.

Nous allons montrer que les modes propres de notre résonateur n’ existent que
pour une suite discréte de fréquences propres. Dans les deux cas envisagés ci-des-
sous, ces valeurs de fréquences sont harmoniques (¢ est-a-dire multiples entiers de
lafréguence fondamental€e), ce que I’ on souhaite pour un usage musical.

Cette vue simpliste se trouvera compliguée dans la réalité, comme nous le ver-
rons au chapitre 4, par le fait que des mécanismes d’ amortissement aux parois sont

actifs dans e résonateur (une petite partie imaginaire sera introduite dans k), que
celui-ci est perturbé par un systeme excitateur a |’ entrée (une petite partie imagi-
naire seraintroduite dans ¢) et rayonne ala sortie. L’ art du facteur d’instruments

consisteraamodifier laforme cylindrique ou conique detelle facon que les partiels
redeviennent harmoniques comme ci-dessous.

1.2.8.1. Modes propres d un résonateur cylindrique

Par superposition d’ ondes de nombre d’onde k et —k, il vient :

P = pySin(kx— @)exp(—j wt) o = ck [1.57]
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En utilisant I’ équation d’ Euler, nous déduisons |’ expression de la vitesse :

5 © i cos(kx — @) p,exp(—j ot)
u=- ——B——cos(kx—go) exp(—j wt) [1.58]
—jpw Po& P '

L’ impédance acoustique spécifique S écrit :
Z(X) = p(X)/u(x) = jpctan(kx— @) [1.59]

En négligeant le rayonnement, I'impédance al’ extrémité x = L est nulle (pres-
sion acoustique nulle car ¢’ est la pression atmosphérique qui régne) :

ZL)=0 —> takl-¢)=0 —> @=kL  [L60]

» Casou le résonateur est ouvert al’ origine : 0G5 He—=X
Z(0) =0 k. =nz/L
©) N n fo=n-— [161]
tankL = 0 n=123,.. 2L

L’ instrument peut résonner a une suite discréte de fréquences formant une série
harmonique. Ce cas correspond a la description élémentaire d’ une flGte. On a un

fonctionnement en demi-onde (le terme 2L au dénominateur impose un aller et

retour dans le tuyau pour boucler la période du fondamental), le mode n° 2 est a
fréguence double du fondamental : on dit que I’ instrument octavie.

e Casou lerésonateur est ferméal’ origine: OQ

)L » X

Z(0) — oo k. = (2n—1)z/2L

c

— f = (2n-1)— [1.62

cotkL = 0 n=123.. n = )4L [1.62]

Ce cas correspond a la description élémentaire d' une clarinette. On a un fonc-

tionnement en quart d’onde (terme 4L au dénominateur), le mode n° 2 est a fre-
guence triple, on dit que I’ instrument quintoie.

1.2.8.2. Modes propres d’un résonateur conique 0 ———L—»X

L es ondes sphériques progressives sont solution pour un cdne. Par superposition
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d’ ondes de nombre d’onde k et —k, il vient (x abscisse lelong del’instrument) :

sin(kx—
= p, ( ®)

= o exp(—j wt) w = ck [1.63]

En utilisant I’ éguation d’ Euler, on obtient I’ expression de la vitesse :

ou _ I_<[cos(kx— @) _sin(kx—o)
ot )

kx (kx)2 :| poexp(_J wt)

Sk L 17 sintx=g)g
" —Jpw[tan(kx—q)) kx}po o eXp(=jot) [1.64]

On en tire en I'impédance acoustique spécifique des ondes stationnaires :

Z(x) = c[;-ir [1.65]
Ip tan(kx— @) kx '
Le cOne est ouvert al’ extrémité mais on néglige le rayonnement :
Z(L) =0 tan(kL—¢) = 0 o = kL [1.66]

Le cone est fermé en son sommet, Z(0) — « . Le probleme de divergence a
I’ origine sera traité en détail en 4.4.3. Contentons-nous d’ un premier abord pour
lever ladivergence (et remarquons que pour chague solution obtenue, p, prend un

sens physique puisque ¢ est lavaleur du module de lapressionen x = 0) :

1 1 _ - _ =
Atk KD kx 0 tank(L —x) = —kx tankL = 0
kn = nn/L Cc
f = n— 1.6
n=123. "2 o7l

Ce cas correspond a la description élémentaire d’ un hautbois, d’ un basson ou
d’un saxophone. On a un fonctionnement en demi-onde, le mode n° 2 est a fré-
guence double, I'instrument octavie au mémetitre que lafl(te. Dans un instrument
gui octavie, 12 doigtés de base suffisent amonter lagamme chromatique, alors que
s I'instrument quintoie il en faut 19. A longueur égale, la fl(te et |e hautbois don-
nent la méme note, la clarinette sonne a |’ octave en dessous. Un résonateur en
demi-onde fonctionne pour toutes | es harmoniques, alors qu’ un résonateur en quart
d’ onde ne fonctionne pas pour les harmoniques paires.
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 Exercice : trouver les modes propres des résonateurs ci-dessus par la méthode
du potentiel.

Réponse : on cherche le potentiel ¢ approprié par superposition d’ ondes pro-
gressives.

/////

Ls
1.2.9. Modes propres d une salle parallélépipéedique d
Ly

L,

4
Utilisons, pour changer, la méthode du potentiel. Les ondes planes progressives
ont pour potentiel

O(X, 1) = @ exp(Ejkyxy)exp(Ejk,X,)exp(£jkyXz)exp(—j wt) [1.68]
ou @ et module du vecteur d onde K vérifient larelation de dispersion :

0 = K+ K5+ K5 [1.69]

Il faut satisfaire lestrois conditions aux limites sur lestrois parois du repéere car-
tésien, qui expriment lanullité delavitesse U = V¢ normale aux parois,

=0 [1.70]

On recherche donc une onde stationnaire par superposition d’ ondes progressives
telles que [1.68]. L’ onde stationnaire suivante satisfait [1.70] :

¢(X, 1) = ¢,c0osk; X, COSK,X,COSK;X3eXp(—j wt)

L a satisfaction des conditions aux limites sur les trois autres parois

d¢ _ 0¢ _ d¢ _
ax; =0 % =0 ax; =0 [1.71]
Xy =Ly Xy =L, X3 =Lg

détermine les valeurs possibles des trois composantes du vecteur d’ onde :

T T T
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L es modes propres sont donc donnés, pour lapression p = —p%) , par :

P(X, 1) = pyCosky, X; C0SKy, X, COSK3, X3€XP(—] @ 1) [1.73]

0) = 2xnf
N NyNg N NyNg

[1.74]

* Exercice: calculer la densité de modes en fonction de la fréquence, C’ est-a-
dire le nombre dn de modes dont |la fréquence est comprise entre f et f + df

guand les modes sont suffisamment serrés pour constituer un systéme quasi con-
tinu.

Réponse : achagque mode correspond un vecteur k , donc un parallélépipede rec-

tangle é émentaire de volume Lﬁ L£ L£ dont il est le sommet dans|’ espace des vec-
1-2bk3

teurs k. Lenombre N(f) de modesdont lafréquence estinférieureaf est donné

par le nombre de parallé épipedes rectangles é émentaires compris dans un hui-

tieme de sphére de rayon k, soit, lorsque le systéme devient quasi continu :

N(f) = (klnkg)/(ﬁﬁﬁ) . Compte tenu de [1.69], la densité de modes de
83 L Lol
fréquences voisinesde f s écrit : da N(f) = @L LL.f% = 4—7er2

L adensité de modes augmente comme le volume V delasalle, et les modes sont

d’ autant plus serrés que lafréquence est plus grande. Mais, danslapratique, du fait
des amortissements (le temps de réverbération n’ est pas infini), ils ont une largeur

Af non nulle. Is se recouvrent donc au-dessus d’ une certaine fréquence pour for-
mer un systeme continu. On considére qu’il en est ainsi au-delade 3 pics par lar-
geur Af, limite que I’ on appelle la fréquence de Schroeder et quel’on note f gy, -

dN Ar 3c3

= = 2 = i = |—=—
ﬁAf = C3Vf5ch Af = 3 soit gy, VR
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1.2.10. Conclusion

La démarche ci-dessus s avérera générale : la satisfaction des conditions aux
limites nécessite une onde stationnaire et fixe une suite infinie de valeurs discretes
du vecteur d’ onde. Larelation de dispersion donne les valeurs des fréquences cor-
respondantes.

Remarque : un mode propre est une vibration pour laquelle tous les points
vibrent en phase ou en opposition de phase (cette condition est nécessaire et suffi-
sante).

Nous reviendrons sur ces notions de base au chapitre 3.

Pour un mode propre de pulsation w, I’ équation des ondes prend laforme :

(V2+k) =0 aec o=ck [1.75]

L’ opérateur est plus simple puisqu’il ne porte que sur les variables spatiales.
Définition : I’ équation [1.75] s appelle I’ équation de Helmholtz. Elle est souvent
utilisée en acoustique dans les méthodes générales de résolution des problémes
linéaires (voir cours de M. Bruneau).

1.3. Lessourcesacoustiques

Nous avons considéré jusgu’ici le champ acoustique régnant dans un milieu
élastique, I"air, en tout point duquel les égquations de I’ acoustique sont valables.

Définition : les dispositifs mécanigques ou électromécaniques qui fournissent
cette énergie s appellent des sources acoustiques. Ces dispositifs n’ étant pas cons-
titués d’air, les équations de propagation dans|’air n'y sont pas valables.

1.3.1. Conservation de |’ énergie acoustique

Pour passer des forces au travail (par unité de temps), multiplions scalairement
par u I’éguation d’ Euler. Il vient :

.
UepS = ~(UsVp) = =V (pu)+pVeu
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et

8}2__. _18p__. _a}p_2
ﬁ(zpu)— Ve (pu)- 2poP = Ve (pu)- 2 2

On peut écrire le bilan d’ énergie sous laforme suivante :

oE _
EJ’V" =0 [1.76]
avec
1 2 1p°
E(x t) = épu +§ K et (X, t) = pu [1.77]

On peut donner a ce bilan laforme d’ une loi de conservation :

0
m\j/Edv+£|-nds:o [1.78]

Le premier terme de E, qui fait intervenir la masse volumique p, est |’ énergie
cinétique par unité de volume. Le second terme, qui fait intervenir le module de
compressibilité K, est I’énergie potentielle par unité de volume. Le vecteur |,

appel é intensité acoustique ou vecteur de Poynting, caractérise |’ énergie transférée
par unité de temps et de surface dans une direction donnée.

L’ interprétation physique est lasuivante : lavariation dansletempsdel’ énergie
contenue dans le volume V est I’ opposée du flux de | sortant de la surface S.

Lorsgue la notation en exponentielles complexes est utilisée, certaines précau-
tions sur les parties réelles doivent étre prises dans toutes ces écritures concernant
desformes quadratiques. Il convient d avoir présent al’ esprit que, par convention,
la notation en exponentielles imaginaires désigne la partie réelle seulement. Pour
une forme quadratique, la convention donne:

{exp(—jwt)exp(—jwt) } — {coszwt}
ce qui est différent de {exp(-2jwt)} — {cos2wt} (forme linéaire). On

sous-entend que la partie réelle est tirée d’ abord dans chaque terme de la forme
guadratique. On peut également utiliser le complexe conjugué, noté * :

{p = pexp(—jot)} — {(p+p )/2 = p,coswt} [1.79]
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* 2+ *2 p2 p2
2 Ppp . P *P _Fo_Fo
{p }—>{ >t =3 ° 2cosZoot} [1.80]

2 ) : .
Leterme en 2wt de p~ représente une partie oscillante nulle en moyenne.
Quand on s'intéresse aux énergies moyenneées sur une période, on peut écrire :

) 2 u U* U*+ *U
(P -8 W5 (puy o B [181]

Pour une onde plane p exp(jkx)exp(—jwt) , on constate que |’ énergie cinéti-
gue par unité de volume moyennée sur une période est constante et égale a
pu§/4 = p§/4pcz, I’ énergie potentielle en utilisant K = pC2 également. Ona:

2
1 Po 1 P _ 1
E = - —_— I = - — T e

onN

S () = (Be [L87]

‘Dl-o
o

L’ onde transporte, alavitesse ¢, un flux d énergie (E)c par unité de surface et
de temps.

Pour les ondes stationnaires [1.57] dans les cylindres ou [1.63] dans les cones,
I”impédance caractéristique [1.59] ou [1.65] étant imaginaire pure, I’intensité
acoustique moyennée sur une période est nulle : il N’y aaucun transport d’ énergie.
Danslecasdu résonateur cylindrique, ontrouve quel’ énergiecinétiqueet I’ énergie
potentielle moyennées sur une période varient avec la position le long du cylindre
mai s que leur somme reste constante :

2 2
(E) = poz[sinz(kx—(p)+C052(kx—(p)] = p°2 [1.83]
4pc 4pc

Lerésultat est analogue pour les cones. L’ intensité acoustique comporte des ter-
mes oscillantsde pulsation 2w : il y abien, achaqueinstant, del’ énergie échangee
lelong du cylindre (ou du cone) mais elle correspond a des termes dont lamoyenne
est nulle sur une période.

Définition : on appelle énergieréactivel’ énergie qui correspond a une intensité
oscillante de pulsation 2w a moyenne temporelle nulle, énergie non transportée,
par opposition a |’ énergie active transportée, a intensité moyenne non nulle.
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1.3.2. Puissance acoustique des sources en régime permanent

Considérons une source en régime permanent. En chaque point de I’ espace
aérien, del’ énergie acoustique est présente. Pour tout volume V limité par une sur-

face S ne comprenant pas la source, le régime étant permanent, I’ énergie moyenne
est indépendante du temps. 11 en est de méme en chague point :

.
1 0 _ d _
(E) = fiE(t)dt m\j/(E)dV =0 m(E> =0 [1.84]

On en déduit, en utilisant [1.76], que I’ intensité acoustique moyenne est adiver-
gence nulle en tout en tout point :

;
source 5®”« Ve(ly =0 ou (I)= _I—l__[l(t)dt [1.85]
0

Par intégration, il vient :

jv-<|>dv:o - j(l)-nds:o [1.86]
\Y S

Soient S; et S, deux surfaces entourant la source, le volume V, de surface S,

limité par I’intérieur delasurface S; et I’extérieur delasurface S,. Ona:

0 = [(1)endS= [(I)en;dS+ [(I)e(-nydS
5 5, 5

On en déduit que les intégrales suivantes ont une valeur constante :
\ Ny j(l)-nlds= j(l)-nzds= (P) [1.87]
(Y, 5 5

Définition : cette constante (P ), indépendante de la surface choisie pourvu
gu’ elle entoure la source, s appelle la puissance acoustique de la source.
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1.3.3. Source acoustique monopolaire

Considérons une source ponctuelle sinusoidale. En un point situé a une distance
r delasource, sous un angle 6 avec un axe de référence, la pression acoustique a

pour expression :

kr
p(r, 6,t) = p, EJ exp(—j wt) [1.88]

Définition : on appelle source monopolaire une source ponctuelle sinusoidale.

Définition : quand lapression acoustique d’ une source p(r, 6, t) peut se mettre
sous laforme p(r,t) p(0) , on appelle diagramme de directivité la représentation
de ¢ enfonction de 6 en coordonnées polaires.

La pression acoustique d’ une source monopolaire située a I’ origine s écrit, en
coordonnées polaires :

_ expjk _
p(r, 6,t) = p(rt)e(6) avec P = P, Kr exp( jot)

@(6) =1

[1.89]

Pour une source monopolaire, le diagramme de directivité est un cercle. La
valeur créte de la pression acoustiqueesten 1/r .
On obtient la vitesse acoustique en utilisant I’ équation d' Euler :

J N PR 1
pur, 6,1) = —={p) = Jk(lﬂkr)p

Lavitesse acoustique est radial e et nous retrouvons lestermes de champ lointain
et de champ proche d§ja commentés sur laformule [1.53] :

expjkr

ucr, 6,t) = pl( Jkr)po exp(—j wt) [1.90]

Lavaleur créte de lavitesse acoustique est en 1/r en champ lointain, en 1/r°

en champ proche.
On en déduit I" intensité acoustique moyennée sur une période, qui est radiae:

2
1 P
2pC (kr?

(= i(pu pu) = [1.9]]
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valable en champ proche comme en champ lointain. On constate, en effet, que
le terme de champ proche de I’ intensité acoustique est a moyenne nulle sur une
période : il correspond a de |’ énergie réactive, confinée au voisinage de la source,
autrement dit & un rayonnement nul en moyenne. L’intensité diminue (on parle
d’ atténuation) comme le carré de la distance. |l lui correspond une puissance

acoustique (P) = 4nr 2( I), évaluée sur des sphéres derayon r, indépendante du
rayon (comme il se doit, voir ci-dessus [1.87]).

Notons que, lorsgu’ on effectue un balayage en fréguences de la source, il faut
faire varier p, proportionnellement alafréquence si |’ on veut conserver laméme

puissance acoustique.
Une source monopolaire est un outil mathématique commode, mais une telle
source est tres difficile aréaliser véritablement dans toutes les directions.

1.3.4. Source acoustique dipolaire

Définition : deux sources monopolaires opposees, d’ amplitude p, et —p,,, pla-

céesa unedistance d supposéetres petite par rapport alalongueur d onde, cons-
tituent une source dipolaire.

Un haut-parleur non bafflé constitue approximativement, en basses fréquences,
une source dipolaire. Si on le baffle, il devient approximativement une source
monopolaire pour une partie de |’ espace.

Prenons | axe de référence des angles selon I’ axe des sources, orienté de la
source négative versla source positive. La pression acoustique au point M s’ écrit :

_ expjkr _expjk(r +3dr)
p(r, 9, t) - po|: kI’ k(l’ +8r)

|ew-ian)

. 1Y) expjkr K
~ JkéSr(lﬂkr)po—kr exp(—j mt)

r +or

or = dcoso
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or = dcos® e kd«1l

Nous avons simplement fait usage de [1.88] sans préciser |’ origine des coordon-
nées. Prenons I’ origine des coordonnées sur la source positive. La pression acous-
tique de la source dipolaire est donc donnée, en coordonnées polaires, par :

) o1 ik . kd « 1
p(r, 6.1) = —jkd(1+ 2 Jp, 2B exp(—j o) o(6) o6 = cosp 112

Lediagramme de directivité est constitué de deux cercles de diameétre unité cen-
trés sur |’ axe et tangents entre eux a l’origine, I’ émission étant en opposition de
phase de part et d’ autre du plan médian. Dans ce plan, la pression acoustique est
partout nulle. On parle également, pour un dipdle, de source bidirectionnelle.

On notera que cette pression dipolaire comporte un terme en champ lointain

{kr»1} —> {p(r, 0,t) = —jkd pO%E:;I—(Lexp(—j wt)cose} [1.93]

devaleur créteen 1/r, et un terme en champ proche de valeur créteen 1/r 2

{kr«1} — { p(r, 6,t) = kd pO&jkzrexp(—j wt)cos@} [1.94]
(kr)

C est une différence essentielle avec le monopdle puisgue, pour ce dernier, seul
le champ de vitesse se comporte différemment en champ lointain ou proche. En

champ proche, lapression est multipliée par 1/kr : ondit qu’ elle est renforcée par

effet de proximité. Pour r donnée, |’ effet se produit a basses fréquences. C’ est

ainsi que I’émission d’un écouteur de casque de walkman semble équilibrée de
pres (effet de proximité) alors que seuls les aigus subsistent de loin. Un micro-
phone de proximité, bidirectionnel, utilise le méme effet.

L e champ de vitesse acoustique s obtient a partir du gradient delapression, dans
un plan passant par I’ axe du dipdle. Il n’est plusradial, sauf en champ lointain ou,
d aprés[1.93] et le résultat obtenu en [1.90], on a:

Ip
— ap .kd _ expjkr -

Vp = ar | _, 3r u(r, 6,t) = _Jﬁpo XE: exp(—j wt)cosd [1.95]
Lapl o
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En champ lointain, on aun comportement de type ondes planes et |e diagramme
de directivité de la vitesse est le méme que celui de la pression (bidirectionnel).
L’ intensité acoustique est radiale, inversement proportionnelle au carré de la dis-

tance (atténuation en 1/ r2), avec une directivité en cos?6 :
2
_ (kd)® Po

(1) 25 (k—r)zcosze [1.96]

Notons que, lorsqu’ on effectue un balayage en fréquence de la source dipolaire,
il faut garder p, indépendant de la fréquence (contrairement ala source monopo-

laire) si I’ on veut conserver la méme puissance acoustique.

1.3.5. Association monopdle-dipble : source a directivité cardioide

Considérons maintenant |’ association d’un dipdle d amplitude p; avec un

monopGle d’ amplitude p, place également al’origine:

p(r, 6,t) = [—jkd(l + Jk—lr) p, oSO + po}eXE: kr exp(—j wt)

Dans le cas particulier ou I’ on réalise la condition
~jkdp; = p, [1.97]
le diagramme de directivité en champ lointain prend laforme suivante :
o(0) = 1+ cos6 [1.98]

On reconnait I’ expression en coordonnées polaires de la courbe appel ée car-
dioide en raison de sa forme évocatrice. On dit que cette source est de directivité
cardioide. On remarquera gque, du fait que la condition [1.97] fait intervenir lafré-
quence, ladirectivité d’ une source composite comportant alafois un monopéle et

un dipdle change avec lafréquence si I’on maintient p, et p; constants. A basses

fréguences, la contribution monopolaire I’ emporte et le rayonnement devient
isotrope : on dit gu’'il y a court circuit acoustique pour le dipdle. Quand la fré-
guence augmente, la source devient de plus en plus directive : elle devient bidirec-
tionnelle a hautes fréquences ou ¢’ est le rayonnement de type dipolaire qui
I’ emporte au contraire.
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Dans les applications musicales, on évite en général cette situation : c’'est larai-
son pour laguelle les haut-parleurs, sources de type dipolaire par eux mémes, sont
utilisés bafflés (ce qui les transforme en source de type monopolaire).

1.4. Interface plane: réflexion, réfraction

Nous avons considéré |a propagation en champ libre, défini 1a notion de source.
Il faut maintenant décrire le comportement acoustique aux limites de cet espace,
ou le milieu élastique n’ est plus de I’ air. Nous n’ envisageons que des cas a géomé-
trie plane : onde plane en incidence sur une interface plane. Nous supposons
I"interface de grandes dimensions et introduisons la notion de rayons acoustiques.
Le second milieu est d’ abord un fluide, puis nous abordons brievement le cas des
milieux solides.

1.4.1. Loi de Snell, approximation des rayons acoustiques

Le raisonnement est fait sur des ondes planes sinusoidales de pulsation @. Les
résultats se généralisent immeédiatement a des ondes planes quel conques (principe
de superposition). Le milieu | est deI’air par exemple, le milieu 11 un milieu pro-
pagatif danslequel les équations de I’ acoustique linéaire non dissipative sont vala-
bles (I'impédance Z du milieu Il est donc réelle).

* Approximation des rayons acoustiques

On suppose la dimension de I’ interface beaucoup plus grande que la longueur
d'ondedans| et 1. A I’ échelle des longueurs grandes devant la longueur d’ onde,
on peut alorsremplacer I’ interface par sa position moyenne, autrement dit négliger
le mouvement de I’interface et considérer celle-ci comme plane: ¢’ est I’ approxi-
mation des rayons acoustiques.
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Ki
Milieu | / Milieu Il
o = clkj| = ¢k = ck o = ck
Impédance : pc Impédance: Z = p,c,

Figure 1.1. Approximation des rayons acoustiques : réflexion, réfraction.

Pour I’ onde incidente, I’ onde réfléchie et I’ onde transmise il vient :

pi(X, 1) = Aexpj(k; e X — wt) u, = H?FI [1.99]
k = [t;o:ﬂ K ox = kxcos6, + kysing. @ =ck  [1.100]
i
P (X, t) = Aexpj(k, e X—mt) u, = /%:% [1.101]
k, = [_::zjr] Kk, ® X = —kxcos@, + kysin6, o = ck [1.102]
p(X, 1) = Aexpj(K; ® X — wt) U, = —Fz)—t EE [1.103]

—

k,cosé
k, = [t _ t:| ki® X = kxcos6, +kysing, o = ¢k, = ck [1.104]
k,Sin6,
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Lesangles sont comprisentre —rr/2 et 7/ 2 et orientés dans le sens trigonomé-

trique. La derniere relation de [1.100] et celle de [1.102] traduisent le fait que
I’ onde réfléchie se propage dans le méme milieu que I’ onde incidente. La derniére
relation de [1.104] traduit le fait que I’ onde transmise dans le milieu d’ impédance
Z alaméme fréguence que |’ onde incidente.

A Iinterface, on doit avoir continuité de pression et continuité des composantes
normal es des vitesses (cette derniére condition assure la continuité du débit) :
{(pj+ P, =p)(Ne(u+u)=neu} [1.105]

L es vitesses normales ont pour expression :

Coso; coso, COs 6,

Onvoit qu'il seracommode d’ introduire lanotion d’impédance normale, définie
comme le rapport de la pression ala composante de vitesse normale ala paroi :

1 Pi pc
ZI' = =
"t~ neu, cos6 [1.107]
7L _ PP _  _pc t t
" neu, cosé,

L es relations de continuité nous donnent :
Ajexp(jkysing,) + A exp(jkysing,) = A.exp(jk;ysing,)

A, coso, A, cos

, o . COSO, o A, cos6,
exp(jkysing,)— P exp(jkysing,)

exp(jk,ysing,)

Par éimination du second membre, on obtient :

A;cosO; A, cosb, _ _ _ A, cos6, A, cosb,
(pc i )exp[Jky(smei—smer)]: e + >

L’ égalité devant étre réalisée pour touteslesvaleursdey, le premier membre doit
étre indépendant de y comme |’ est le second, ce qui implique: sing;, = sing, .

Comme en optique, la réflexion se produit a angle égal a celui de I’onde
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incidente: 6, = 6, . Nousécrironscette loi souslaforme: 6 = 6, = 6, . Il vient :

A;cosf@ Acosf, A cos® A coso,
— = +

c > c > [1.108]
La condition de continuité de pression s écrit alors::
(A +A)expljy(ksind—k,sing,)] = A, [1.109]
expression qui doit étre verifiée pour toute valeur de y. Il enrésulte:
ksng = ksng, 200~ g%et [1.110]
t

La transmission se fait donc avec réfraction selon la loi ci-dessus, que |I'on
appellelaloi de Shell.

1.4.2. Réflexion sur une paroi d impédance infinie

Les cas de parois rigides et peu absorbantes se rencontrent souvent dans la pra-
tique. En tenant compte de [1.108], on exprime la pression acoustique :

p = Aexp(jkxcos6) + exp(—jkxcosO)]expj(kysing — wt)
p = 2A;cos(kxcos0) expj(kysing— wt) [1.111]

On adesfiguresd interférence, produites par I’ interaction de la source incidente
avec la source virtuelle image de la source incidente : les deux sources sont a
I"infini, symétriques par rapport au plan del’ interface. Lapression est doublée dans
leplan x = 0 ainsi que dans une série infinie de plans équidistants de la paroi :

X, = —Nmc/®wcoso n=20123,.. [1.112]

Un micro omnidirectionnel (sensible a la pression) placé au voisinage d une
paroi rigide n’a plus une réponse linéaire puisque les positions d’ annulation ou de
renforcement pres de la paroi dépendent de la fréquence.
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y t
X f 0 Jole interférence
/ 7 g additive
4 . — M
ok | X =
% S S S S S S S s
/ ? Z —> oo r=1
’ Ok

pc Z—> o0

Figure 1.2. Réflexion sur une paroi d’'impédance infinie.

En incidence rasante cependant, cosf — 0 et I’amplitude de p est doublée a

toutes les fréquences quelle que soit la distance a la paroi, tant qu’ elle reste petite
devant les dimensions de I’ interface.

cos6— 0 [pl — 2A, [1.113]

L’ amplitude étant doublée, I’ énergie est quadruplée (elle est conservée au total,
mais concentrée dans I’ espace). C'est pourquoi dans une grande salle de cantine
carrelée le bruit des convives O est particuliérement agressif pour M : I'inconfort
da alaréflexion sur le sol serapeu amélioré par uneisolation du plafond, sauf si le

plafond est bas. Il est plus efficace d’ entrecouper le sol par des murets, ce qui
empéche les réflexions en incidence rasante.

1.4.3. Coefficient de réflexion, transmission del’ énergie entre deux fluides

Compte tenu de [1.109], [1.110] et [1.108], la continuité de la pression et celle
de lavitesse normale donnent |es conditions suivantes al’ interface :

_ cos6 cosg _ , COS6,
Hﬁ+&—&%&;g—r73—& =) [1114)
Introduisons le coefficient de réflexion pour I’ amplitude de la pression :
A A cos9 _ CosH; A
r= K. — 1+r = K| (1-r1) e 7 K| [1.115]

(1+r)(pc/cosb) = (1-r)(Z/cosb,)
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On aboutit a:

Z/cos6, —pc/ coso
r =
Z/cos6, + pc/ cos6

[1.116]

L es considérations précédentes ont été faites pour Z réel, ce qui est le caslors-
gue le milieu Il est un fluide sans pertes. Mais elles se généralisent telles quelles
aux situations ou Z est complexe. Ce serale caslorsque Z représentera une impé-
dance de rayonnement (complexe) : [1.116] sera néanmoins valable. Dans tous les

cas, le coefficient de réflexion de |’ énergie est |r| 2 (carré des amplitudes des ondes
dans un méme milieu). On entire le facteur de transmission de I’ énergie:

> 4ReZ/cos6; 1
T =1-r|" = [1.117]
pc/ cosO 14+ Z cos6 2
pCCoso,

Onremarqueraque T # |At/ A | . en effet, ces deux ondes ne se propagent pas

dans un milieu de méme impédance.
* Casdel’incidence normale
Sous incidence normale, on trouve :

Zope 7oL 1 [1118]
PC 11+ 2Z/pc]

Lorsque Z est réel, lesigne de r dépend delavaleur de Z par rapport a pc.

Si Z> pc, laréflexion se fait sans changement de signe de la pression et avec
changement de signe de la vitesse (voir [1.52]).

Si Z < pc, laréflexion se fait avec changement de signe de la pression et sans
changement de signe de la vitesse.

Remarquonsque,si Z» pcousi Z«pc,onaTl «1 :ilyatrésmauvaisetrans-
mission de I’ énergie, on dit que les impédances sont désadaptées.

Dans le cas particulier ou Z = pc, on observe une transmission parfaite
T = 1, ondit que lesimpédances ont éte adaptées.

Définition : pour cette raison, I'impédance Z = pc pour les ondes planes est
également appel ée impédance itérative.

» Cas delaréflexion totale (incidence oblique)

Supposons c; > c. || existe un angle d'incidence limite 6,4 ,, pour lequel
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6, = n/2. Cet angle est donné par :
O 1o, = @IN(C/Cy) [1.119]

Au-delade 6,4 (. ,il y aréflexiontotale, T = 0. Dans!’eau, ¢, = 1500m/s :

il existe un angle de réflexion totale des rayons acoustiques dans le sens air-eal.
Dans ces conditions, le poisson n’ entend pas |le pécheur,...mais le pécheur entend
le poisson (en principe).

1.4.4. Interface plane entrel’air et un solide a réaction localisée

Un solide est un milieu propagatif plus compliqué que le fluide d impédance Z

considéré ci-dessus car différentes classes d’ ondes peuvent s’y propager. La pro-
pagation dans les solides élastiques seratraitée au chapitre 3. Nous n’ abordons ci-
dessous qu'’ un cas particulier ssimple.

Nous avons vu gu’ ala surface d’' un fluide, I’impédance normale

L_ p _ Z
7 = = 1.12
NeuU coso [ 0

qui relielacomposante normale delavitesse alapression est fonction del’ angle
d'incidence.

Définition : on appelle solide a réaction localisée le modéle ou I’ on suppose
cette impédance normal e indépendante de I’ angle d’ incidence. Le mouvement en
chague point de la surface solide est normal, indépendant de celui des autres points
et de I’angle d'incidence. Un sol couvert de neige fraiche est un bon exemple de
solide aréaction localisée.

Dans un tel cas, les conditions de continuité [1.114] aI’interface prennent la
forme suivante :

A cosf Cos6 _ 1

{(A+A = At),( e —Ar————pC = At; [1.121]
D’ aprés[1.116], le coefficient de réflexion de la pression est donné par :
7+ — pc/ cosO
r= p [1.127]

Zt+ pc/ coso
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En incidence rasante, il y aréflexion avec changement de signe de lapression :

cosf— 0 r—-1 p+p,—0 [1.123]

Sur la neige fraiche, I’ observateur n’ entend pas les bruits faits ailleurs prés du
sol, tant que I’angle d’'incidence reste faible, alors qu'il percoit trés nettement le
chant d’ un oiseau situé au-dessus de lui. On remarqueraque I’ explication n’ est pas
liée al’amortissement dans le solide : les mécanismes dissipatifs ont été négligeés.

En tout état de cause, on comprend gu’il faudrait construire les cantines sur la
neige fraiche...

0 pcC interférence
* destructrice
M
PSS LSS S S S S S S SSSSS
7zt r=-
Ok

Figure 1.3. Réflexion sur un sol a réaction localisée.

1.4.5. Réfraction du son sur les couches atmosphériques

Quand le son se propage en extérieur dans I’ atmosphere, la vitesse du son
change selon I’ dtitude, ce qui provoque des phénomenes de réfraction.

1.4.5.1. Gradient detempérature

Dans I’atmosphere, la température varie avec I’ atitude. Le plus souvent, elle

Zone froide
/

Zone chaude

ST s s 7 s M (Slence)

Figure 1.4. Réfraction due a un gradient de température.
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inversion

atitude

source .
. O M’ : bruit
température 2222222202 222022222022

Figure 1.5. Inversion du gradient de température dans les hautes couches.

inversion
M : silence

dtitude

source

» O
température P222222222222222222%

Figure 1.6. Inversion du gradient de température dans les basses couches.

diminue quand I’ atitude augmente. La vitesse du son ¢ varieavec T :

c= JP/p = JIRT e JT [1.124]

L e phénomene de réfraction dévie le son vers la zone froide, en général versle
haut. Cependant, il existe dansles hautes couches atmosphériques une inversion de
température : les rayons acoustiques repartent alors vers le bas aprés réflexion. Il
en résulte laformation d’ une zone bruyante en aval d’ une zone de silence.

Au-dessus d un lac ensoleillé en été, ou au-dessus du sol froid par une belle nuit
d hiver, il peut y avoir formation d’' une basse couche anormalement froide. Il en
résulte une inversion supplémentaire du gradient de température dans les couches
basses. L es rayons sonores sont rabattus versle bas (figure 1.6) et on entend au voi-
sinage du sol avec une netteté inhabituelle (voir M. Rossi, Electroacoustique).

1.45.2. Gradient de vitesse du vent

Le vent est, en général, plus fort en atitude que prés du sol ou il est ralenti. La
vitesse du son est augmentée dans le sens du vent, ralentie en sensinverse du vent.

L’ observateur M’ entend la source O située en amont du vent, car les rayons
acoustiques sont rabattus apres réflexion totale dans I’ atmosphere. L’ observateur
M n’entend paslasource située en aval du vent, méme relativement proche, car les
rayons acoustiques sont déviés vers le haut. Dans le cas particulier d un gradient
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A
(]
= source
= o)
ﬁ -
M : silenc M’ : bruit
vitesse du vent TSI

Figure 1.7. Réfraction due a un gradient de vitesse du vent.

de vitesse indépendant de I’ altitude, latrajectoire est un arc de cercle.
Conclusion : il vaudrait mieux construire les cantines etc.

1.5. Introduction au probleme du rayonnement : cas du piston bafflé

A I’entrée d’un port, la digue comporte une ouverture par laquelle les vagues
pénetrent. Si I’ ouverture 2r est petite devant lalongueur d’ onde A, latransmission
delahoule est faible, la plus grande partie de |’ énergie est réfléchie, lafaible quan-
tité transmise |’ est danstoutesles directionsal’intérieur du port. Si I’ ouverture est
grande au contraire par rapport alalongueur d onde, les vagues passent librement
et en ligne droite.

r <A soit kr « 1 r»Ai soit kr » 1
Figure 1.8. Diffraction par une ouverture.
A I’ extrémité d’ un instrument & vent, le comportement est analogue, le phéno-

mene de diffraction étant contrdl é par lafacon dont se raccordent I’ onde planeinci-
dente et I’ onde sphérique transmise lorsque lalongueur d’ onde est grande par rap-
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port a la dimension de I’ ouverture (basses fréquences). Ce phénomene de
diffraction est négligeable tant que lalongueur d’ onde est petite devant I’ ouverture
(hautes fréquences) : I’ onde plane continue alors en ligne droite. Si on remplace
I”’onde plane par la vibration d’un piston, le mouvement de |’ air est une vibration
plane au voisinage immédiat du piston, le comportement reste analogue : on peut
donc étendre dans ses grandes lignes la description ci-dessus al’ émission acousti-
que d'une table d harmonie, assimilée dans une premiére approche a un piston
rigide. On suppose le piston baffl€, ¢’ est-a-dire inséré sur une grande plague immo-
bile de facon a émettre dans une demi-sphere. Dans les instruments a cordes, on
évitele court-circuit basses fréquences en fixant latable d’ harmonie sur les éclisses
et, souvent, en gjoutant un fond (cavité).

1.5.1. Interface entre une onde plane et une onde hémisphérique

Danslarégion | (ondeincidente et onde réfléchie), la pression acoustique est p
et la vitesse acoustique u, . Le débit a pour expression 7rr2uI . Danslarégion 11,
lapression est p également, lavitesse u,, . Nous envisageons deux cas extrémes.

* Limite basses fréquences, régime de diffraction
Cestlecaskr «1. L'onde dans larégion Il est hémisphérique, le débit est

—= ~ Uy 1(l+j1)

P p 7 el ke

Figure 1.9. Raccordement onde plane - onde sphérique.

donné par 27rr2uII . Lacontinuité du débit al’interface nous conduit al’ expression
suivante: u; = 2u,.
D’aprés[1.53], lavitesse S écrit :

.1
Uy = pﬁc(lﬂﬁ) [1.125]

(admittance d’ une onde sphérique divergente aladistance r de la source).
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L’ impédance danslarégion | al’interface est donc donnée par :

-1
P _pc(y _ pckr B B (g KPr )
02 ( ]kr) —(1 Jkr) jpcl = + j— [1.126]

L’ onde plane dans la région | arrive sur une impédance petite mais non nulle,
alors qu’ en négligeant le rayonnement cette impédance aurait é&é nulle (p = 0).

* Limite hautes fréquences

Cestlecas kr » 1. En régime d onde pratiquement planes, [1.125] devient :

-1
b _ ~oof1-jL b ( _-1)
™ pc(lﬂk ) pc(l jkr) - m pcl 1l i [1.127]

L’ expression de I'impédance dans larégion | au voisinage de I’ interface tient
compte d une correction de vitesse dans la région |1 mais néglige la correction
géométrique.

A

_— = +
y P p p PC Jkr

Figure 1.10. Raccordement onde plane - onde plane.

1.5.2. Impédance de rayonnement

Définition : on appelle impédance de rayonnement Z Ie rapport p/u .

Autrement dit, ¢’ est I'impédance qu’il faut placer al’ extremlte du dispositif source
pour remplacer le milieu extérieur.

Dans lalimite basses fréquences, d apres [1.126], Z,, y st delaforme:

kr « 1 N Z,ay = —iPC(EKT + [ 6K°T?) [1.128]

La solution exacte pour une extrémité bafflée s exprime avec des fonctions de
Bessel et de Struve (voir Pierce). Dans la limite basses fréquences, on obtient
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E~8/3m~.8 et 0= 1/2. A I'extrémité d un tube cylindrique non bafflé dont les
parois sont infiniment minces, on a (voir Pierce) : £=.6 et 6=.25. Comme
|Zray| «pc, il y apeu d énergie transmise (voir [1.118]), la plus grande partie de

I” énergie est réfléchie dans le résonateur. L e raisonnement simple fondé sur le rac-
cordement ondes planes-ondes sphériques fournit donc le bon ordre de grandeur.

Danslalimite hautes fréquences, d’ aprés[1.127], Zqy &St delaforme:

kr » 1 N 2oy~ pc(1 i k—gr) [1.129]

A partir de la solution exacte (voir Pierce), on obtient dans la limite hautes fré-
quences {=2/r.

1.6. Résumé

Nous avons montré que les vibrations acoustiques dans | air, considéré comme
un gaz parfait sans mecanisme de pertes, se propagent selon I’ équation des ondes.
Nous en avons déduit les modes propres de résonateurs simples (en utilisant les
notions d’ impédance et d’' admittance). Nous avons montré gque |es sources acous-
tiques se caractérisent par leur puissance acoustique et que les transferts d’ énergie
dans I’ espace s évaluent au moyen du vecteur intensité acoustique. Nous avons
introduit I’ approximation des rayons acoustiques (valable quand les dimensions
sont grandes devant lalongueur d’ onde) et lesloisdelaréflexion et de laréfraction.
Nous avons enfin établi d’une fagcon simple I'impédance de rayonnement, qui va
nous permettre maintenant d’ aborder le probléme des oscillateurs et de leur rayon-
nement (cas d’ un haut-parleur par exemple).
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