Chapitre 2

Oscillateurs mécaniques
simples couplés au champ
acoustique

L es instruments de musique sont des oscillateurs mécaniques particuliers : leur
but est de fournir du son. Un exemple d’ oscillateur mécanique simple est le pen-

dule constitué d’ une masse M suspendue au bout d’ un fil de longueur L oscillant
dansun plan autour d'un point fixe O. Le déplacement est repéré par une coordon-
née fonction du temps: 6(t) , angle du fil avec laverticale.

O
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Figure 2.1. Pendule simple.

La connaissance de 6(t) suffit a décrire le mouvement : on dit que ce systéme
mécanique posséde 1 degré de liberté. Soit M le moment de rappel autour de O
et J le moment d’inertie, I’ équation du mouvement s écrit :

&7 =M™ [2.1]

avec) = ML et M = —MgLsinf (g accélération de la pesanteur). Cette
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équation différentielle est non linéaire dés que I’ amplitude N’ est plustrés petite :
= _95n0~-Y -2
49 - —Gdne- (9 ) [2.2]

Les non-linéarités (dont celle cubigue dite de Duffing) seront abordées au cha-
pitre 5. Nous ne considérons ci-dessous que le cas des équations différentielles
linéai res a coefficients constants. En selimitant adesvaleursd’ amplitude suffisam-
ment faibles, on peut souvent linéariser le probleme. Nous écrirons alors::

2
d'o_

0 [2.3]
dt?

iQ

L’ équation [2.3] exprime |a proportionnalité entre une accél ération et une force
de rappel proportionnelle au déplacement. Le comportement oscillatoire est du
méme type que celui d’ un systeme masse-ressort. Dans un tel systéme, une masse

M est reliée par un ressort de module élastique K a un point fixe. Pour de petits
déplacements y au voisinage de la position d’ équilibre, le ressort exerce une force
de rappel —Ky. L’ équation du mouvement de cet oscillateur simple s écrit :

2
Md—z = Ky [2.4]
dt

L es solutions sont des oscillations de pulsation o :
Yy = y.exp(—jwt) o = JK/M [2.5]

Inversement, a une pulsation @ on peut associer un systeme masse-ressort. Un

mode propre (voir chapitre 1) est, en ce sens, un oscillateur ssmple : comme tous
les points du mode sont en phase, on peut les remplacer par un seul. L’ éguation
[1.27] montre I’ aspect masse, |” éguation [1.26] |’ aspect ressort, |’ expression de la
vitesse du son dans [1.28] résumant cet aspect masse-ressort :

c = JK/p

En acoustique, les accél érations vibratoires typiques sont de |’ ordre de wc. Or :

g 10 1
2nc 2mx330 200

Hz [2.6]
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(on autilisé pour cette évaluation d' ordre de grandeur une vitesse ¢ et un temps

caractéristique a)_l). Pour les fréquences audibles (20Hz-20kHz) on peut donc

négliger I’ effet de la pesanteur.

La principale complication provient de la présence du champ acoustique, qui
releve de la mécanique ondulatoire. L’ existence de la diffraction a basses fréquen-
ces, quand ladimension de la source est petite par rapport alalongueur d’ onde, est
responsable des caractéristiques principales de |’ émission acoustique : la plus ou
moins grande puissance acoustique de la source et sa directivite.

Aprés uneintroduction sur le rayonnement des oscillateurs mécaniques simples
(exemple des instruments de musique), nous étudierons les oscillations libres
(exemple de lacavité de laguitare), le régime permanent (exemple du haut-parleur
électrodynamique a bobine mobile) et le régime transitoire.

2.1. Introduction au rayonnement des oscillateur s mécaniques simples

L es oscillateurs mécaniques | es plus performants quant aleur rayonnement sont
les instruments de musique : ils ont atteint empiriquement au cours des siecles un
degré de perfection trés pousse. | en résulte que, entre un instrument d’ étude et un
instrument haut de gamme, a une différence importante de qualité correspond une
différence seulement minime des performances mécanique du systeme. |l est donc
tres difficile de trouver des parametres mécaniques mesurables dont des variations
significatives puissent étre reliées a des différences constatées dans la qualité.

Le rayonnement d un violon ou d un clavecin est, dans le détail, extrémement
compliqué et nécessite, en Acoustique Musicale, une éude poussee au cas par cas.
Dans le cadre de ce cours qui introduit les notions générales, I’ objectif sera beau-
coup moins ambitieux. Nous souhaitons seulement comprendre le principe du
fonctionnement dans ses grandes lignes et identifier les parametres principaux qui
le régissent. Le rayonnement du piston bafflé fournit une premiére clé. Dans ses
grandes lignes, ¢’ est e phénomene de diffraction a I’émission qui gouverne le
rayonnement par |’ expression de |’ impédance de rayonnement qui lui est associée.
Lalimitekr = 1, avec k = w/c correspond, en fonction du diamétred = 2r, a

une fréquence limite de diffraction f  :
fqy = c/nd [2.7]

 Endessous de f 4, le rayonnement est peu intense et isotrope.
* Au-dessusde f 4, il est intense mais directif : un micro omnidirectionnel (sen-

sible ala pression) donnera d’ importantes variations selon sa position autour de
I”instrument.
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L a correspondance entre fréquence f ; et dimension d est lasuivante:

casn°l casn°2 casn°3 casn°4
f d 100Hz 250Hz 2,5kHz 250kHz
d Im 40cm 4cm 0,4mm

» Casn’4 : corde vibrante

Une corde vibrante ne rayonne pas d’ énergie acoustique dans le domaine
audible : pour réaliser un instrument a cordes, il est nécessaire de mettre en mou-
vement une table d’ harmonie, ce que la corde fait par I'intermédiaire du chevalet.

* Casn®°2: guitare

L e rayonnement est isotrope en dessous de 250Hz mais pas assez intense vers
100Hz. On compléete le rayonnement de la table par celui d'une cavité accordée a
100Hz. La harpe possede une table d’ harmonie trop étroite pour rayonner efficace-
ment a basses fréquences et les fondamentaux des notes les plus graves sont tres
faibles. Le violon vietnamien, dont la table d" harmonie est tres petite, ne fournit
d’ énergie que dans I’ aigu.

* Casn®l : piano

Latable d’harmonie est assez grande pour rayonner a basses fréquences, on
N’ gjoute pas de cavité. Dans le clavecin, une cavité existe mais elle n’est pas
accordée : elle ne semble pas jouer un réle aussi fondamental que pour la guitare.

» Casn°3: instrument a vent

Le diamétre de sortie d du résonateur doit réaliser un compromis. En effet, il
contréle ala fois le fonctionnement du résonateur (onde réfléchie) et celui de la
source (onde transmise) : on ne peut gagner sur I’un gu’ au détriment de |’ autre.
Pour fabriquer un son relativement riche dans la zone sensible de |’ oreille 2-3kHz,
on est conduit aplacer f; dans cette zone, ce quel’on fait par lechoix de d : 4cm

correspond a 2,5kHz, milieu de la zone sensible. Alors qu’ on peut faire varier la
longueur L dansunetréslarge gamme, on évite de monter d au-dessus de 4cm car

un diameétre plus grand appauvrirait le timbre. Nous verrons au chapitre 4 que le
pavillon terminal, lorsqu’il existe, est un filtre rajouté en aval du résonateur :

notons que lavaleur de d dont nous parlons est a prendre en amont du pavillon. Si
I’instrument ne rayonne que par I’ extrémité, on peut s attendre a un rayonnement
relativement isotrope en dessous de f ;. Si I"instrument est muni de trous latéraux,

chague trou ouvert émet : on a donc un champ d’interférence, d’ autant plus tour-
menté que ladistance L des sources extrémes est grande. En remplagant, dans f 4,

d par L, on voit que la limite est de |’ ordre de la fréquence du fondamental
(f, = ¢/2L) : lerayonnement seratoujours compliqué sauf si tous les trous sont

fermés, et d’ autant plus tourmenté que L est grand (basson par exemple).
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 Dimensions des instruments de musique

Lalongueur destuyaux d’un orgue s échelonne de 10m a 1cm soit un facteur de
variation de 1000. Comparativement, ladimension destablesd harmonievarietrés
peu (entre 1m et 20cm, variation d’ un facteur 5). Il ne peut en étre autrement car
une table trop petite ne rayonnerait pas dans le grave. Les tuyaux d’ orgue dont le
diametre est supérieur a4cm ne fournissent pas d' énergie dans la zone sensible de
I’ oreille, on enrichit le spectre par adjonction du son provenant de tuyaux plus
étroits : I’orgue est un instrument qui fonctionne selon le principe de la synthese.
Dans les cas particuliers ou, malgré un diamétre supérieur a 4cm, de I’ énergie au-
dessus de 3kHz est présente (tuba par exemple), ¢’ est la non-linéarité de I’ excita-
teur qui le permet, en produisant de I’ énergie acoustique a hautes fréquences a par-
tir d’ un mouvement (levres) a basses fréquences.

2.2. Oscillations libres couplées au champ acoustique

2.2.1. Oscillateur linéaire amorti en régimelibre

Ce paragraphe concerne les solutions de I’ équation différentielle suivante :
My+Ry+Ky =0 [2.9]

ou les coefficients sont constants, y(t) est un déplacement fonction du temps,
y lavitesse, y I'accélération (le déplacement peut étre angulaire comme dans
I’ équation [2.3]), M est une masse (ou un moment d’inertie). L’ oscillation de cette
masse N’ est possible qu’ en présence d’ une force de rappel —Ky (ou d’un moment

de rappel). Enfin, il existe uneforce de frottement —Ry proportionnelle alavitesse
et de sens opposeé. Celle-ci représente |’ effet global de divers mécanismes d’ amor-

=
Ry -

Figure 2.2. Systéme masse-ressort amorti.

7l =Ky

NANN

tissement (par exemple du rayonnement acoustique) SUpPOSES tous proportionnels
alavitesse. L’ équation [2.8] traduit |’ équation fondamental e de la dynamique (ou

saformulation en rotation), laposition au repos étant prise commeoriginey = 0.
Pour un haut-parleur é ectrodynamigue a bobine mobile, y serale déplacement du
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diaphragme, M samasse et celle de labobine, K le module d’' élasticité de la sus-

pension (spider et suspension externe). Nous traiterons ci-apres le cas d’ une cavité
résonnante (guitare) de dimensions petites par rapport alalongueur d’ onde.
Lasolution la plus générale est du type:

y = Yexp(—jwt) [2.9]

ou @ est complexe. L'amplitude complexe Y dépend donc de deux parameétres
qui seront fixés par les conditions initiales. En reportant dans [2.8] il vient :

Mo’ +jRo—K = 0 [2.10]

L es racines de cette équation du second degreé sont :

2 \1/2
o= iﬁ(l—éﬁ) —j% [2.11]
» Amortissement surcritique
Pour R>2.,/MK, il n'y apasd oscillations.
» Amortissement critique
Pour R = 2,/MK,, il n'y apasd’ oscillations.
* Oscillations amorties

Pour R< 2,/MK , on ades oscillations amorties : ¢’ est le cas qui housintéresse.
La pulsation complexe s écrit alors :

o = £2xf, —j(1/7) [2.12]

ou f, est lafréquence des oscillations libres et 7 leur temps de décroissance
(tout deux scalaires réels). Avec ces notations, nous avons :

f, = f .J1-R°/4MK [2.13]

f, = (1/2m)JK/M 0, = JK/M [2.14]
T = 2M/R [2.15]

On remargue que le temps d’ amortissement diminue avec |la résistance de frot-
tement mais augmente avec la masse. |l seraforcément court dans les systemes de
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faible masse (instruments a vent). Les solutions [2.12] ont des parties réelles de
signe oppose, dont la combinai son donne des fonctions sinus et cosinus, et des par-
ties imaginaires de signe négatif, ce qui correspond d’ apres [2.9] a un amortisse-
ment exponentiel en fonction du temps. La solution générale peut s écrire :

y = Y exp(2jrft)exp(-t/ 1) + Y,exp(=2jxf t)exp(-t/ 1)
y = (Acos2rzf it + Bsin2xf t)exp(-t/ 1) [2.16]
y = Csin(2xnft—p)exp(-t/ 1) [2.17]
ou A, B et C sont réels. Posons :

0,7 _ Mo, K _ /MK
2 R Rw. R [2.18]

Q:

(o]

Pour Q = 1/2, on al’amortissement critique du régime libre.

Nous nous intéressons essentiellement a des systemes trés peu amortis, dont
I”amplitude décroit en exp(—t/7) et I’énergie (carré de |’amplitude) en
exp(—2t/7) . Il vient :

f, = fJ1-Q°/4=~f, pour Q»1 [2.19]
w=2rf (¥1-]Q"/2) [2.20]

Remarquons que Q_l/ 2 représente letaux de décroissance del’ amplitude, Q_1
celui del’ énergie.

Définitions : Q_l/ 2 s appelle le facteur d’amortissement, Q s appelle le fac-
teur de qualité, ¢’est Q gue nous utiliserons pour caractériser |’ aptitude a osciller.

Pour les cordes, les plus basses valeurs de Q sont de I’ ordre de 400 (nylon), ce

qui donne & 100Hz un temps de décroissance de 2s. Ce temps diminue quand I’ ins-
trument préleve beaucoup d’ énergie ala corde (violon). Les plus hautes valeurs de

Q sont de !’ ordre de 8000 a 9000, on les obtient pour des cordes métalliques ades

fréquences se placant dans la zone sensible de I’ oreille. Les instruments a cordes
peuvent donc fonctionner soit en oscillations libres (cordes pincées ou frappées),
soit en oscillations entretenues (archet). Dans les instruments a vent, la faible

valeur de la masse en mouvement est responsable du fait que lesvaleurs de Q sont
beaucoup plus basses, quelques dizaines (valeurs néanmoins encore trés éleveées,
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de tels oscillateurs peuvent encore étre qualifiés de trés peu amortis). Pour
Q = 30, a100Hz, on obtient un temps de décroissance de 100ms. Le son s arréte

donc dés que I’ on cesse de souffler : le mode de jeu normal d un instrument a vent
est exclusivement a sons entretenus.
Selon les problémes traités (voir [1.55]), nous serons amenés a utiliser I'impé-
dance mécanique, I'impédance acoustique spécifique ou I’ impédance acoustique.
Donnons maintenant, pour I’ oscillateur simple, I’ expression des impédances
meécaniques présentes. Pour une vitesse u = —jwy de |’ oscillateur, I’ équation de

ladynamique [2.8] relie troisforces: —M a)zy, -jRwy, Ky.

Le circuit électrique équivalent comporte trois forces (potentiels) mais une
vitesse commune (intensité). C’ est donc un circuit série de troisimpédances méca-

niques additives : celled’ unemasse —jM w, d' unressort K/ @ et d’' unerésistance
meécanique R. L’ impédance mécanique de |’ oscillateur a pour expression :

Z = —jMo+R+jK/0 [2.21]

A la fréquence f . cette impédance devient reelle et |a vitesse sera en phase

avec laforce appliquée.

Remarqguons que I’impédance mécanique de rayonnement comporte deux ter-
mes. Pour une surface rayonnante S, le terme réel pc9k2r28 correspond a une
résistance mécanique, le terme imaginaire —jpcékrS = —j(pérS)w représente
I”'impédance mécanique d’' une masse pérS. L' exemple de la guitare va nous per-
mettre de préciser |a signification physique de ces termes.

2.2.2. Résonateur de Helmholtz : exemple de la cavité d' une guitare

Nous allons montrer que la cavité de la guitare est un résonateur dont la fré-
guence est accordée au voisinage de 100Hz.

Larose est une ouverture de rayon r pratiquée dans la table d’ harmonie. Une
masse d’air M oscille au niveau de larose : soit y son déplacement par rapport a
la position d' équilibre. Laforce de rappel —Ky est produite par lacompression de

I’air dans la cavité quand lamasse M se déplace vers I’intérieur. Enfin, le rayon-
nement acoustique de la rose est responsable d’ un amortissement caractérisé par
une résistance mécanique R. Nous supposerons que le rayonnement est produit en

régimedediffractional’ émission (kr « 1, hypothése dont le bienfondé seravérifié
a posteriori). Evaluons tout d’ abord les valeurs des trois paramétres K, R et M .
Le module élastique K du ressort s obtient a partir de I’ élasticité de la quantité
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Figure 2.3. Résonateur de Helmholtz.

d air incluse danslevolumedelacavité : unevariation de position del’ air en mou-
vement induit une variation de force élastique proportionnelle a la variation de
pression. Cette derniére est liée, par lacondition d adiabaticité des transformations
del’air, au volume d’air gjouté ou enlevé au cours de |’ oscillation. On admet, en
effet, que la chaleur associée a cette transformation n’ apas le temps de s’ échanger
entre les zones de température différente. On a:

PV’ = cte dP:—yPg{/\—/:—@ N K:—S"-;P:ﬁz[z.zz]

\% dy \%

Le mécanisme d’ amortissement est di au fait que de I’ énergie acoustique est
rayonnée dans |’ espace au loin de larose. Larésistance mécanique S obtient a par-
tir de I'impédance acoustique spécifique de rayonnement (donnée en [1.129]), en
multipliant la partie réelle de cette impédance par I’aire S delarose:

R = Spc(6k°r?) [2.23]
Lamasse d’'air en mouvement est constituée de trois éléments :

M=M;+M,+M, avec M, =pSe e M, = M, = pSEr [2.24]

Lamasse M, correspond au volume de I’ ouverture, d épaisseur e, elle est en

mouvement de va et vient (onde plane). Mais elle entraine dans son mouvement
une masse M, d’épaisseur &r, qui correspond ala charge que présente le raccor-

dement bafflé au demi-espace extérieur (onde sphérique extérieure). Elle entraine
également dans son mouvement une masse M, d’ épaisseur &r, qui correspond &

lacharge que présente e raccordement bafflé au demi-espace intérieur (onde sphé-
riqueintérieure). Lestrois masses sont animées delamémevitesse. Lecircuit é ec-
trique équivalent comporte plusieurs forces (potentiels) mais une vitesse commune
(intensité€), ¢’ est bien le méme circuit série que I’ oscillateur précédent.

On remarquera gue la partie réelle de I’ impédance de rayonnement n’intervient
gu’ unefoisalors que la partie imaginaire intervient deux fois. La partie réelle con-
cerne une énergie qui part al’infini (énergie active dissipée), ellen’apasd équiva-
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lent pour le raccordement intérieur (on néglige la dissipation d’ énergie dans la
cavité). Lapartie imaginaire concerne de |’ énergie cinétique qui reste au voisinage
immeédiat de la rose (énergie réactive, nulle en moyenne sur une période) : elle a
pour effet de modifier la masse, donc la fréquence.

L a fréguence de résonance s obtient en appliquant I’ équation [2.14] :

1 K_ 1w, S _c| S
= 271'/\/; 2N p V(e+2&Er)  2rnNV(e+ 2&r) [2.25]

On afait apparaitre lavitesse du son. Danslecasdelaguitareou I’ évent est large
et peu profond, on peut négliger e devant &r :

c [#2r c¢ /d
f~5r,4_£jv~ZM/\:/ [2.26]

Lafréguence de résonance ne dépend que du volume de la cavité et du diameétre

delarose (ains que de lavitesse du son). En prenant V = m30,70x0,35x0,1m3 et
d = 2r =0,1m, on voit que cette fréquence est de I’ ordre de 100Hz : on vérifie
ainsi que I’ hypothese faite au départ, kr « 1, était correcte.

Pour un résonateur ou |’ évent est étroit et profond, on peut négliger, au contraire,
la charge apportée par |e rayonnement :

c |S c d

= 5elve 1 T [2.27]

Cette formule convient, par exemple, au cas d une bouteille au col allongé.
Pour le facteur de qualité, dans le cas de la guitare, on obtient a partir de [2.18]
I’ expression suivante :

1 _ R _ SpcoKr® _ nodf

Q= ZaMf - 2mpS2Er C 28 ¢ [2:28]
Le diameétre s exprime donc en fonctionde f et de Q :
_2s¢c_c¢
d= 76 Of ~ Of [2.29]

L’ esthétique actuelle de la guitare classique, qui demande un maximum de puis-
sance sonore a basses fréguences, donne a cette relation la forme d’ une exigence

draconienne. En effet, I’ ordre de grandeur de f est impose par le golt (100HZ),
celui de Q ne peut tomber en dessous d'une trentaine sans rendre inutile I’ exis-



Oscillateurs mécaniques simples coupl és au champ acoustique 63

tence méme du résonateur, conditions qui imposent un diametre de |’ ordre de
10cm. Augmenter ce diametre atténuerait fortement la résonance. Le diminuer

ferait chuter la puissance acoustique rayonnée, ce qui modifierait sensiblement
I’ esthétique de I’ instrument.

Notons que le calcul de la fréquence de résonance et du facteur de qualité peut
également s effectuer en utilisant I'impédance acoustique au lieu de I'impédance
meécanique, avec |I’analogie électrique pression (potentiel) débit (intensité). La

résistance acoustique s'écrit alors: R, = (pcekzrz)/s = (47rp9f2)/c :
D’ apres [1.88], la puissance acoustique de la source est donnée par :

(Py = S(pu) = (1/2)RIU® = (1/2)R 4l déb0It]°

Nous reviendrons plus en détail sur le probleme de la puissance acoustique
rayonnée par latable et |a cavité accordée dans un exercice alafin du chapitre 5.

Notons gue la cavité accordée joue également le rdle d’ un élément de couplage
vibratoire du fond alatable ala fréquence de résonance. Dans le violon, ce mode
“respiratoire” aété étudié par G. Weinreich, I’ é ément de couplage que constitue la
cavité étant le pendant de I’ame (élément de couplage également, mais pour les
hautes fréquences). Ce role de couplage fond-table par I'intermédiaire de la cavité
existe aussi dans la guitare : les vibrations du fond sont abondantes autour de
100Hz maisfaibles a hautes fréquences (on le vérifie facilement avec un capteur de
sonorisation du type contact).

2.3. Oscillations forcées en régime per manent

2.3.1. Oscillateur linéaire amorti en régime permanent

Ce paragraphe concerne les solutions de I’ équation différentielle a coefficients
constants suivante :

My + Ry + Ky = f(t) = Fexp(—jwt) [2.30]

Laforce d’ entretien au second membre est prise comme référence de phase (F
réel). Les solutions sont de laforme suivante (Y en général complexe) :

y = Yexp(—jwt) [2.31]
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Laréponse y est proportionnelle alaforce d’ excitation. On peut écrire :

: 1
y = x(w)Fexp(-jot) () = > [2.32]
-Mow - jJRo+K

Définition : le facteur de proportionnalité y(w) dans[2.32] s appelle fonction
de transfert entre laforce et le déplacement.

2.3.1.1. Le phénoméne de résonance

Posons::

r=w/o, o,=J K/M Y,=F/K y=Y(r)exp(-jot) [2.33]

20 . -1
F 1 1) +
Y(r) = _F = Y gy = Y, ( rz)z 1Q zrz
Mo —-jJRo+K A-rH)—jQ r (1-r%) +Q °r
Posons maintenant :
2 -1
cosy = (1—2r ) sny = — er
«/(1—r2) +Q_2r2 «/(1—r2) +Q_2r2
1 Qtr
B(r) = = y = —aan—=—; [2.34]
Ja-r?y+ Q% Lo

L e déplacement s’ exprime sous laforme d’ un module et d’ une phase :
y = Y B(r)expl—j(wt + y(r))] [2.35]

L e phénomene de résonance sur le déplacement y est caractérise par une ampli-
tude relative B(r) égale au facteur de gain et un déphasage w(r) (retard) surla

force appliquée. Amplitude et phase sont fonction de lafréquencerelative r . Nous
avons afaire aun filtre passe-bas.

Cherchons la valeur de la fréquence pour laquelle I’ amplitude est maximum.
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Figure 2.4. Réponse d' un oscillateur simple : module (dB), phase (degrés).

Elle est donnée par lavaleur de u = r? pour laquelle on observe un minimum de
lafonction z = (1—u)2+Q_2u .Leminimum est atteint pour u = 1—Q_2/2 et

vaut z = Q_2(1 - Q_Z/ 4) . Le maximum d’ amplitude ala résonance est caracté-
risé par les valeurs suivantes :

r=J1-Q 22 p=—2 Y=Y} [2.36]
J1-Q72/4

Ce maximum '’ existe (sous cette forme) quesi Q > 1/ /2 (amortissement infé-
rieur a I’amortissement critique du régime entretenu) et la valeur de 3, est tou-

joursfinie, proche de Q quand I’amortissement est faible. Comme nous nous inté-
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ressons essentiellement aux oscillations faiblement amorties, le facteur de qualité
apparait comme un facteur de surtension, ¢’ est-a-direde gain d’ amplitude alaréso-
nance par rapport al’amplitude a fréquence nulle.

Le gain d amplitude peut étre tresimportant quand la fréguence d’ excitation est
juste égale alafréquence de résonance : il peut entrainer un phénomene de rupture
catastrophique, parfoisdifficileaprévoir lorsquel’ oscillateur concernéest I’ un des
modes propres d’ une structure compliquée telle qu’ un pont ou un avion. Les appa-
reils de mesure sont souvent gradués en décibels, unité logarithmique d’ énergie.

Comme 10Log2 = 3, diviser | énergie par 2 revient aretrancher 3dB . Un facteur
de qualité Q = 32 (instrument a vent) correspond a un gain en amplitude de

2° = 15dB soit un gain en énergie de 30dB = 1000. Notons gu’ un résonateur
N’ apporte pas d’ énergie : il la concentre spatialement.

Nous allons montrer maintenant que Q_1 (inverse du facteur de qualité), repré-
sentelalargeur de bande relative delarésonance. Pour cefaire, cherchonsaquelles
frégquences f, et ., depart et d autre delarésonance, I amplitude chute d' un fac-

teur /2 (énergie moitié). En posant u = r, il vient :
1

Q -
S21-0%a  Ja-uw?+Q

WC-2(1-07%/2u+1-207°+Q* =0

B/ ~2 = B(r)

U= (1-02%/2)+Q /1-Q%/4~(1-0%/2)[1+ Q (1 +3Q7%/8)]

r=r (1£Q /2)

-1 _To=h fo—1, =14

rm B fm - 1:2+f1

Q

[2.37]

Les fréquences f, et f, encadrent larésonance et f,— f,, largeur de bande,
permet une détermination précise de Q quand larésonance est peu amortie. Lalar-

geur relative a —3dB est Q_l, la demi-largeur donne le facteur d’ amortissement.

Remarquons que lafréguence de résonance (amplitude maximum), lafréquence
des oscillations libres et la fréguence en |’ absence d’ amortissement sont proches
mais pas égales. Les valeurs de ces fréquences se classent dans |’ ordre suivant :

fo<fi<f, ca f_=fN1-Q7/2 f =1 J1-Q /4 [23§
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2.3.1.2. Bilan d’ énergie en régime permanent

Toujours pour une force appligquée sinusoidal e, multiplions les deux membresde
I’ équation [2.30] par dy = ydt afin d écrire le travail de chaque force pendant un

temps dt. Il vient :
Myydt + Ryydt + Kyydt = f(t)ydt [2.39]

Dans cette ecriture, il convient d' avoir présent al’ esprit |es précautions habituel -
les sur la notation en exponentielles imaginaires dans les formes quadratiques. Ces
précautions étant respectées, nous pouvons mettre [2.39] sous laforme:

d(%M yy) + Ryydt + d(%Kyy) = f(tydt [2.40]

Leterme en M est la variation d’ énergie cinétique T, celui en K la variation
d énergie potentielle V, celui en R |’ énergie dissipée et celui en f |’ énergie appor-
tée par |' entretien. Nous écrirons :

I
T=5MW W = Lryy
dT (t) + 2W (t)dt +dV (t) = P(t)dt 2 [2.41]

V = ZKyy P = f(t)y

Définition: W (t) s appellelafonction de dissipation. Elle représente la demi-
puissance dissipée par |’ oscillateur.
Compte tenu de [2.35], la convention sur les parties réelles donne :

Rey = Y Bcos(wt + y) Ref = Fcoswt
Rey = —oY Bsin(ot + y) = —0Y B(sinycoswt + cosysinwt)

L’ énergie cinétique et |’ énergie potentielle s écrivent alors :
T (t) = %M o Y2 SN’ (ot + ) V(1) = %KYgﬁzcosz(a)t +y) [242]
L a puissance mécanique apportée par laforce d entretien a pour expression :

P(t) = —wY BF(siny cos’ ot + cosy coswt sinwt) [2.43]
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L a puissance moyenne apportée pour une amplitude créte |Y| s écrit donc :

.
(P) = _Tl_JP(t)dt = —%a)|Y|Fsim// [2.44]
0

Elle est proportionnelle & I’amplitude. Elle doit étre positive, ce qui implique
sny <0, soit: —r< w< 0 (retard du déplacement sur laforce).

« A lafréquence f,, lasomme de |’ énergie cinétique et de I’ énergie potentielle
est indépendante du temps, il y a a chague instant échange d'un type d’ énergie a
I”autre et la valeur moyenne de chacune est la méme. A cette fréguence (voir
[2.21]), le systeme dissipatif auneimpédance mécaniqued entréeréelle, il secom-
porte comme une résistance, la vitesse est en phase avec la force. La mesure de
cette phase fournit une methode expérimentale de détermination de f .

* Au-dessousde f , I' énergie est principa ement potentielle, le systeme se com-

porte comme un ressort, le déplacement est |égerement en retard sur la force (le
retard augmente avec I’ amortissement).
* Au-dessus de f, I’énergie est principalement cinétique, le systeme se com-

porte comme une masse, |’ accélération (avec —r < w < 0)

§ = 0 YoB(r)expl—j(wt + T+ y(r))]

est |égerement en avance sur laforce (I’ avance augmente avec I’ amorti ssement).
L a puissance moyenne dissipée vaut :

.
_1 _ 1o 2.2
(2W) = T{ZW(t)dt = 5Ro Y| [2.45]

Remarquons gu'’ elle est proportionnelle au carré de I’amplitude. Si on démarre
I’ entretien avec |’ oscillateur préalablement au repos, il est donc a prévoir que
I’ amplitude va augmenter jusqu’ a ce que la puissance moyenne dissipée soit égale

ala puissance moyenne apportée, soit Ro|Y| = —Fsiny. Il vient en cecas:
-1
F . F Q' F R M
= - — = — = — —f3 =Y
VI = - RSV Ro g A KP = YoP

RO Ja=r¥?+ 32

Nous retrouvons ains |’ amplitude créte que nous avions calculée en [2.35].
La puissance mécanique fournie (travail de la force d’ entretien par unité de

temps) peut s évaluer al’aide de I’impédance mécanique d entrée Z de I’ oscilla-
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teur :
P(t) = fy = Re(Zy)Rey = (ReZRey —ImZImy)(Rey) [2.46]

Seul le premier terme contribue a la puissance moyenne
_ L2 1 a2
(P) = ReZ{(Rey)") = éReZIyI [2.47]

Comme pour I'impédance acoustique spécifique de rayonnement que nous
allons rencontrer ci-apres en [2.55], la partie réelle de I’impédance mécanique
(voir [2.21]) permet d exprimer |la puissance active transférée a |’ oscillateur a
I’ entrée, lapartie imaginaire correspond ala puissance réactive, nulle en moyenne,
I’ énergie concernée étant principalement cinétique ou principalement potentielle
selon que cette partie imaginaire est négative (masse, hautes fréquences) ou posi-
tive (raideur, basses fréquences). Une modification de ReZ change la dissipation
alors gu’ une modification de ImZ change la fréguence (masse, raideur). L’ aug-

mentation de masse & w constant se traduit par une diminution de ImZ et une
diminution de la fréguence propre. L’ augmentation de raideur entraine une aug-
mentation de ImZ (algébriqguement) et une augmentation de la fréquence propre.

2.3.1.3. Régime permanent, cas géneéral : rappel sur la série de Fourier

Pour trouver laréponse en régime permanent d’ un oscillateur linéaire soumisa
une force périodique f(t) , de période T, on décompose cette force en une série
de Fourier et on applique le principe de superposition (le systéme mécanique que
nous considérons est linéaire).

Rappel : tout signal (grandeur fonction du temps) périodique se décompose en
sériede Fourier (fréguences multiples d’ un fondamental), toute série de Fourier est
périodique. La décomposition de laforce en série de Fourier s écrit :

f(t) = > F.exp(-jnot) avec n=0, %1, £2, £3,.. [249]

surn, —oo
L’ amplitude de chague composante S obtient en remarquant que :

.
%jexp(—j mat)exp(jnot)dt = 3§, [2.49]
0
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L’ intégration du membre de gauche donne 0 ou 1 selon que m est différent ou
égal an, ce que nous avons condensé en utilisant le symbole de Kronecker 6, .

L a connai ssance des coefficients de Fourier est équivalente acellede f(t) :

w T
{f(t) =y Fnexp(—jna)t)}e {Fn = _Tl__[f(t)exp(jnwt)dt} [2.50]
0

surn, —eo

L’ amplitude en régime permanent, réponse a f(t) , est la somme des réponses
de chague composante, réponses que nous avons calculées en [2.35] :

=
(- {y(t) = Y Zhen] w@exp(—jnwt)} [251]
surn, —eeo

Le bilan énergétique se fait comme dans le cas sinusoidal, en prenant soin de
considérer les partiesréelles, ce que I’ on fait en regroupant chaque terme —n avec

son terme homologue n :
drl (t) +2W (t)dt + dV (t) = P(t)dt [2.52]

L’ expression de lavaleur moyenne de chague terme prend une forme particulie-
rement simple gréce aux relations d’ orthogonalité des différentes composantes
(voir [2.49]). On constate que | es énergies ou pui ssances correspondantes pour cha-
que composante s gjoutent :

(TYy =23(Tp (V) =32V (Py =3Py (W) =73 (W, [253

Pour les énergies et puissances moyennes, comme pour les amplitudes, il y a
addition des contributions de chacune des composantes de Fourier.

2.3.2. Lehaut-parleur éectrodynamique en régime permanent

Dans une approche simple, on peut considérer ce haut-parleur comme un sys-
teme masse-ressort entretenu par une force électrodynamique :

f(t) = Fexp(—jwt) [2.54]
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On assimilelediaphragme aun piston rigide circulaire quel’ on supposerabafflé
afin de rayonner correctement en basses fréguences. La puissance acoustique de

cette source d'aire S est, d’ apres[1.87], [1.77] et [1.128] ou [1.129], proportion-
nelle au produit de la partie réelle de I’ impédance acoustique spécifique de rayon-
nement par le carré du module de la vitesse acoustique u, égale a celle du piston :

(PY = (I)S = S(pu) = %SRleay|u|2 [2.55]

(formule similaire a [2.47] pour |'impédance mécanique). Le diaphragme est
solidaire de labobine, sa vitesse est donc celle de labobine. Lamasse M est prin-
cipalement celle du diaphragme et de |a bobine, augmentée d’ une charge acousti-
gue (deux faces). Le module d’ élasticité K est principalement celui de la suspen-
sion externe et du spider, augmenté par unterme d élasticité del’ air (cavité arriere,
terme semblable ala celui de la guitare, voir [2.22]). Au total, |’ équipage masse-
ressort est caractérisé par une fréguence propre :

1 /K

fo = Sl M [2.56]
* En dessous de lafrequence f ,, le comportement est du type ressort :
[0) 2 F% >
u= j—Kf(t) lul~ = K_Zw [2.57]

Laforce éectrodynamique étant proportionnelle au courant, pour une intensité
de courant appliqué constante a toutes fréquences f, la contribution de la vitesse a

la puissance rayonnée est proportionnelle au carré de lafréquence £2.
* Au-dessus de lafréquence f , le comportement est du type masse :

__1 2_F 1
u= —jMa)f(t) lul” = 2 [2.58]
Lacontribution delavitesse ala puissance rayonnée est inversement proportion-
nelle au carré delafréquence 1/f2.
L’ impédance de rayonnement dépend, quant a elle, de lalimite de diffraction

fq = c/2nr [2.59]
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dans laguelle seul le rayon du piston intervient.
» En dessous de cette fréquence f  ona:

4
SReZ,,, = pcSok’r® = L8, [2.60]
avec une contribution ala puissance rayonnée proportionnelle a f 2,
* Au-dessus de cette limite f , on obtient
SReZ,,, = pcar’ [2.61]

avec une contribution ala puissance rayonnée indépendante de f.

Pour avoir une zone de fonctionnement ou la puissance rayonnée aintensité de
courant constante soit indépendante de la fréquence, il faut réaliser le haut-parleur

de telle fagon que la fréquence f, soit inférieure a f ;. Dans toute la bande pas-
sante, la puissance acoustique rayonnée est donnée par :

pnr49w2F_zi _ p7rr4(9F2 pour

2
lul” =
2C M2w2 20M2 f0<f<fd

[2.62]

ray

(P) = %SReZ

L’ augmentation du rayon accroit fortement la puissance rayonnée (comme r4)
mais diminue, par contre, lalimite hautes fréquences de la bande passante (comme
1/r,voir [2.59]). A Iintérieur de labande passante, laréponse est “linéaire” et, de
plus, non directive (régime de diffraction), ce qui est en général souhaité (laqualité
de I'image stéréophonique se dégrade si les deux sources ne sont pas omnidirec-
tionnelles). On remarquera, en considérant la limite basses fréquences, que le cou-
rant est utilisé pour communiquer de la vitesse (énergie cinétique) et non pas pour
comprimer un ressort (énergie potentielle), situation somme toute logique puisque
la compression d' un ressort ne génére pas de son.

En conclusion, I’ utilisation d’ un haut parleur de grand diametre, indispensable
s I’on veut de la puissance, n’ est possible qu’ en dessous de salimite de diffraction
f 4, d’autant plus basse que le rayon est grand. Augmenter laraideur K n’aboutirait

gu’ a perdre sur la limite basses fréquences. Il faut donc compléter |’ enceinte en
ajoutant un tweeter (petit diamétre). Inversement, un haut-parleur de petit diamétre

peut fonctionner jusqu’a des fréquences basses si la frequence f, du systéme

masse-ressort est trés basse, maisil ne peut par contre délivrer gu’ une faible puis-
sance acoustique.

En fait, on peut gagner une octave sur la limite hautes fréquences, par exemple
entirant profit delaself éectrique du bobinage pour réaliser, dansle circuit acous-
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Figure 2.5. Principe de fonctionnement du haut-
parleur éectrodynamique a bobine mobile.

tique équivalent, une résonance au voisinage de f ; avec la masse de I’ équipage.

Ce circuit comprend a la fois les grandeurs électriques et mécaniques (voir
M. Rossi, électroacoustique). On optimise aussi laforme du déme.

2.4. Oscillations forcéesen régimetransitoire

Nous cherchons maintenant les solutions de I’ équation différentielle suivante :
My + Ry + Ky = f(t) {t<0} - {f(t) =0} [2.63]

On les obtient en gjoutant, a une solution particuliére de I’ équation avec second
membre, la solution générale de I’ équation sans second membre. Celle-ci dépend
de deux parameétres qui sont fixés par les conditionsinitiales de I’ oscillateur :

{y(0),y(O} (position et vitesse initiales) [2.64]
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2.4.1. Casou laforceest périodique apres!’instant initial

On prend pour solution particuliére le régime permanent, on gjoute la solution
générale du régime libre et on applique les conditions initiales.

2.4.1.1. Force sinusoidale apres!’instant initial

Cherchons la réponse d’' un oscillateur amorti, antérieurement immobile, quand
on applique pour t > 0 uneforce Fsinwt.

My+Ry+Ky = Fsnot pour t>0 (F = 0 pourt<O0) [2.65]
Apresdivision par M, comptetenu de[2.14] et [2.15], I’ équation du mouvement

S écrit ;

j + %y+ wly = 5sinwt [2.66]

La solution stationnaire est du type:

y = Asin(wt + v) —-T<WY<nm [2.67]

Al — &) Sin(ot + y) + 2(w/7)cos(wt + y)] = (F/M)sinet
Utilisons I” identité suivante :
snot = sin(ot+ y—y) = sin(wt + v) cosy—cos(wt + v) siny
Les constantes A et y sont déterminées par les deux équations ci-dessous :

-r<y<0 s A=0

, [2.68]
O<y<m s A<O

2 2. _F w__E.
A(a)o—a))—Mcosy/ ZAT— Msmq/

Nous écrirons la solution sous la forme suivante :

( >0) T wcz)—a) [2.69]
2 2.2 2,2
/\/((Do—a)) +4w /T _77:<1,/<O

A =

F
M
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Compte tenu de [2.13], [2.14] et [2.15], la solution générale de |’ équation sans
second membre a pour expression :

_ 2
y = Bin(ot+¢) exp(-t/7)  avec @ = PoNi=1(@D 5

—-T< Q=T
La solution de [2.65] cherchée est donc du type suivant :

y = Asin(wt + y) + Bsin(aot + ¢) exp(-t/ 1) [2.71]

Reste adéterminer les constantes B et ¢, A et v étant données par [2.69]. Les
conditionsinitiales {(y(0) = 0),(y(0) = 0} appliquéesa[2.71] imposent :

Asny+Bsng =0 Awcosy + Bwlcosgo—%sin(p =0 [2.72]

Dansle casou I’ oscillateur est peu amorti, il vient :

0
W =~ o, Bsing = —Asiny Bcos<pz—AE°cosy/ [2.73]
2, 2,2 22 2,2 [0)
o/0)w,—w) +t4w /T ~ 20
B = A |2/ %)@ 0) <o) @ne=Env 5o
2 22 2,2
(0,—0") +4w /T —r< <0

les constantes A et y éant données par [2.69].

2.4.1.2. Excitation a larésonance: régimetransitoire

Si I’ oscillateur est peu amorti et si, de plus, la fréquence d’ excitation est juste
égale alafréguence derésonance, [2.74] donne ¢ = y et A = —B. Compte tenu

de[2.69] et de[2.18], les constantes A et ¢ sont données par :

A = [2.75]

(0]

t _F - _T - -
ZwO_KQ ¢=-3 vaables 0=

Z|m
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Figure 2.6. Réponse a une excitation d’amplitude 1, o = ., Q = 25.

Il vient alors par [2.71] :

[2.76]

0]

y = — EQ[l—exp(—t/r)]cosa)ot valables o=

On retrouve le facteur de gain Q sur I’amplitude (voir [2.36]). On constate que

le temps de croissance de I’ oscillation a partir de I’ instant d’ application de laforce
d’ excitation est controlé par laméme fonction que le temps de décroi ssance quand
laforce d’ excitation est coupée :

croissance 1-—exp(—t/71) < décroissance exp(-t/t) [2.77]

L’ étude de la décroissance d’un mode fournit les mémes informations que
I’ étude de la décroissance : cette remarque est mise a profit en Acoustique des Sal-

y

2 i

2L j

0 | | | | 01 | | | 0,2 t(s)
Figure2.7. Arrét del’entretienat = 0,1s, pulsation @,, Q = 25.
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Figure 2.8. Réponse a une excitation d’amplitude 1, = w,, Q — .

les (on étudie la décroissance).
Quand I’ amortissement tend vers zéro, [2.76] prend laforme suivante :

y = _AET cosw,t = — w,t cosw,t [2.78]

2M a)(z)

Cette solution ne respecte pas la condition initiale de vitesse nulle (on remar-
queraque les phases données par [2.69] et [2.74] sont indéterminées). On peut véri-
fier que la solution de [2.66] respectant les conditions initiales s’ écrit, quand
I”amortissement est nul et quand I’ excitation est faite exactement a la fréquence
propre :

F
2M a)i

y = (SNt — ot cosm,t) [2.79]

2.4.1.3. Excitation a une fréquence voisine de la résonance : battements

Lorsque I’ excitation est faite a une fréquence différente de la fréquence de réso-
nance de |’ oscillateur, la réponse [2.71] montre que deux fréquences coexistent
pendant le transitoire d’ attaque. Le phénomene est d’ autant plus marqué que le
transitoire d' attaque est plus long, ¢’ est-a-dire que |’ amortissement est plus faible.
Pour un temps de décroissance trés long, [2.68] et [2.73] permettent d’ écrire la
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Figure 2.9. Réponse a une excitation d’amplitude 1, o = 0,9w,, Q = 25.

solution sous la forme suivante :

F 1 20 1

sny=0 Azm > cosy =1 — y=-="—=—
0y — O Wy — O
20
snp=0 Bz_A2 cosp~1 N (pz__o;
Mg T (1)2 (02
[0}
y = wsmwo— >— [&XP| — = | —sin| ot - 5
() Wy — @ w,— O
[2.80]
20
AzE 1 — 1 «1 -2—9 1 «l
M 2 2 T 2 2 T 2 2
Wy— @ Wy— @ Wy— @

Quand I’amortissement est nul, le déplacement prend laforme limite suivante :

F 1 o . .
y = M 2—2(asmwot—sma)t) [281]
a)o—a) (0]

Danslecasou o est proche de w, on peut ecrire: @ = w, + éw. Il vient :

_ _F : . _ F . 3w
y = 2I\/stw(smoot—sma)t) = T Mase St sin-t [2.82]
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Figure 2.10. Réponse a une excitation d’amplitude 1, ® = 0,9w,, Q — oo.

Laréponse de |’ oscillateur montre le phénomene des battements. La pulsation
percue n’ est pas, comme on pourrait le penser, dw/2 Mais dw.
D’ une fagon générale, la perception de deux sons sinusoidaux simultanés

+f f,— 1,

f
cos2rf t+ cos2rnf,t = 200527rszt cosanTt

offre des surprises par rapport aux fréquences mathématiquement présentes.
* Si les fréguences sont voisines, on entend une seule hauteur qui correspond a

lafréquence moyenne et des battements a la fréquence |f, — f .

* Si lesfréquences ne sont pas voisines, on entend trois hauteurs qui correspon-
dent aux fréquences f, f, et au son différentiel de frequence |f—f .

On n’entend paslafréquence | f - f,| /2 : I'oreillen’ est pas sensible ala phase
des battements, on entend plutot une enveloppe de I’ amplitude, soit |f1 - f2| :

f1—f,/2

f1— 13

Figure 2.11. Percerption d' un battement et d’ un son différentiel.
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* Exercice: onjouelanote” la440HZ’ d’'un saxophone, pour lagquellelefacteur
de surtension est Q = 32. Comparer |I’amplitude et |’ énergie du champ interne

par rapport au champ externe pres du pavillon. Est-il prudent d’introduire un
micro dans le pavillon. Quel ordre de grandeur d’ excursion en fréguence le saxo-
phoniste peut-il réaliser en modifiant son jeu. Quel est I’ ordre de grandeur de la
durée du transitoire d’ attaque et du transitoire d’ extinction?

Réponse: 32 = 25, I”amplitude dans le résonateur est multipliée par 32, soit
5x 3 = 15dB, I’énergie multipliée par 32 x 32 = 1000, soit 30dB . L’ excursion
en fréguence est limitée par la largeur de bande du résonateur : 440/ 32 = 14Hz.
Lestransitoires sont contréléspar t = Q/(nf)=23ms.

2.4.2. Casgénéral, bref rappel sur la transformée de Fourier

Quand on ne connait pas de solution particuliére, plusieurs méthodes peuvent
étre utilisées, I’ une d’ elles étant la transformation de Laplace. Nous ne verrons ci-
dessous que deux méthodes : celle de laréponse en fréquence et celle de laréponse
impulsionnelle. Elles utilisent la transformation de Fourier. L’ étudiant souhaitant
approfondir ces questions pourra le faire en consultant un ouvrage de base sur le
traitement de signal.

Nous introduisons la transformée de Fourier comme une généralisation de la

série de Fourier au cas ou la période T tend vers I’infini. Posons w, = nw et

Tow = 2r. Lasériede Fourier [2.48] S écrit dors:

1 .
f(t) = on ). SwTF exp(—jw,t)
n=—o

T T/2
avec TF, = jf(t)exp(jwnt)dt = j f(Hhexp(jo,t)dt = F(w,)
0 -T/2

Quand la période tend vers I’ infini, nous obtenons les relations suivantes :

{f(t) = El}j F(w)exp(—j wt)da)}
o [2.83]
H{F(a))= jf(t)exp(jwt)dt}

—o0
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Définition : lesrelations [2.83] définissent latransformée de Fourier et latrans-
forméeinverse, applicables dansle cas général auneforce f(t) (nouslaissonsde

cote les conditions mathématiques que doit vérifier cette fonction : nousles suppo-
sons satisfaites, elles|e sont d’ ailleurs généralement dans | es situations physiques).

2.4.3. Réponse en fréquence

Définition : on appelle réponse en fréquence y(w) |'amplitude complexe dela
réponse, en régime permanent, a une force sinusoidale d’ amplitude unité

1) =exp(—jot) } — {y(t) = y(w)exp(—jwt) } [2.84]

Laréponse aune force quelconque s obtient en appliquant le principe de super-
position aux composantes de sa transformée de Fourier :

{f(t) = %t.[ F(w)exp(—j wt)da)}—>
- [2.85]

{y(t) = %—rj%(w)F(a))exp(—j cot)da)}

Par exemple, pour notre oscillateur habituel (fonction de transfert [2.32]), la
réponse en fréguence s écrit :

1 1 1 1
x(®) = S— :_ZMa)( —— — — ) [2.86]
K-Mo -jRao NO—O; OO

Elle possede deux pdles a parties imaginaires égales, faiblement négatives, et a
parties réelles opposées. Explicitons les quantités ci-dessus en utilisant [2.12] :

w; = o-—J/7 W, = -, —]/7 [2.87]

Comptetenu de[2.13], [2.14] [2.18] et [2.15], 0n a:

[ 1—— = 0 N1-Q /4 T = 2M/R [2.88]

4AMK
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La décomposition en éléments simples de y(w) permet, aprés détermination
des composantes de Fourier F(w) par [2.83], decalculer laréponsea f(t) :

(o) - {y(t) = 2 | 1(o)F (0)exp(-] wt)dw} [2.89

ou y(w) estdécomposée en éémentssimples. On calculel’intégrale sur o par
une intégrale de contour appropriée en appliquant la méthode des résidus.
* Exercice : trouver laréponse de I’ oscillateur amorti a la force ci-dessous

t<—t,
— {f(t) =0} {—t,st<t } > {f()=F}
t>1,
Réponse : on montrera que les composantes de Fourier ont pour amplitude
A .
F _ sinot
_to to t F(a)) = 2F

L

On en déeduiralaréponse au moyen de y(w) (voir Del Pedro et Pahud).

2.4.4. Réponseimpulsionnelle

Définition : on appelle réponse impulsionnelle h(t) la réponse d’un systeme
initialement au repos soumis a une impulsion de Dirac d(t) .

{f(®) =81} —{y®)=h®} [2.90]

Pour le physicien, 6(t) est un étre mathématigue commode qui se comporte

comme une fonction partout nulle, sauf ent = 0 ou elleest infinie. Lacommodité
provient des propriétés d’intégration suivantes de cette “fonction” :

ja(t)dt =1 et j f(t,)8(t—ty)dt, = f(t) [2.91]

—o0 —o0

Lelecteur qui souhaiterait davantage de rigueur mathématique pourra consulter
un ouvrage de base sur la théorie des distributions.

Dans le cas de notre oscillateur, nous avons My + Ry + Ky = §(t) . Intégrons
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les deux membresentret = O ett =ot=0, il vient :

ot ot ot ot
J'Mydt+ ijdt+ jKydt = ja(t)dt M[y(t) —y(0)] = 1
0 0 0 0

y(8t) = 1/M

La réponse impulsionnelle est I’ oscillation libre avec pour conditions initiales
{(y=0)(y=1/M} , soit, d apres[2.16] :

(F(t) = 8()} > {y(t) = h(t) = ﬁsinw,t exp(—t/r)} [2.92]
|

On obtient la réponse dans le cas général en appliquant le principe de superpo-
sition, la force étant écrite comme une superposition d’ impulsions données a des
instants successifs

{f(t) = jf(to)é}(t—to)dto}a{y(t) = jf(to)h(t—to)dto} [2.93]

Définition : I’intégrale a calculer sur t connaissant h(t) s appelle produit de
convolution.

2.4.5. Relation entre réponse en fréquence et réponse impulsionnelle

Considérons une force sinusoidale comme une suite d’ impulsions :

exp(—jot) = j exp(—j wt)d(t —t ) dt,

—oc0

Il vient pour laréponse :

x(w)exp(—jot) = [ exp(—joty)h(t—ty)dt,

—00
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soit, enenposant t; = t—t, :

—00

(w)exp(—jwt) = — exp(—j ot) j exp(j wty)h(t,)dt;

On peut donc exprimer laréponse en fréquence a partir de laréponse impulsion-
nelle au moyen de larelation suivante :

2(w) = jexp(jwt)h(t)dt [2.94]

—o0

Appliquons maintenant lapropriété d’ intégration [2.91] de 6(t) au cas particu-
lier de lafonction exp(jwt) . Nous obtenons lavaleur 1 pour I’ intégrale. Comme

cette intégrale n’est autre qu’ une transformée de Fourier inverse, on a
I’ équivalence :

{ [ 8(exp(jotydt = 1}<->{5(t) - %r [ exp(-] wt)dw} [2.95]

Pour I’'impulsion de Dirac, les composantes de la transformée de Fourier ont
toutes une amplitude égale a |’ unité. Le principe de superposition permet alors
d exprimer laréponse h(t) apartirde y(w) :

{3(t)} e{h(t) = élj—rjx(a))exp(—j wt)dw} [2.96]

Finalement, en rapprochant [2.96] de [2.94], nous avons les deux relations
suivantes :

{h(t) = %t J' x(w)yexp(—j wt)dw}
- _ [2.97]
H{){(a)) = jexp(jwt)h(t)dt}

—00

qui montrent que h(t) et y(w) sont liées par une transformation de Fourier.
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» Exercice: a partir de I’expression [2.92] de h(t), retrouver I’expression de
x(®) pour notre oscillateur par intégration de h(t) selon [2.97].

» Exercice: a partir de |’ expression [2.86] de y(w), retrouver |’ expression de
h(t) pour notre oscillateur par intégration de y(®) . On utilisera la méthode des
résidus

2.5. Résumé

Apres quelques remarques introductives sur le rayonnement des oscillateurs
(exemple des instruments de musique) nous avons abordé le probleme des oscilla-
teurs en régime libre (exemple du résonateur de Helmholtz) puis en régime forcé
permanent (exemple du haut-parleur). Nous avons ensuite considéré des exemples
derégimetransitoire, en montrant comment il peut y avoir temporairement coexis-
tence de deux fréquences : celle del’ oscillateur et celle del’ excitateur. Nous avons
enfin fourni un outil général pour étudier un oscillateur soumis a une force quel-
conque, au moyen de la réponse en fréquence ou de la réponse impulsionnelle.
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